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SEINE Magesrir Konia Oscar II ha- 
ben, in dem Wunsche einen neuen Be- 
weis des Interesses zu geben, welches 
ALLERHOCHSTDIESELBE fór die Entwick- 
lung der mathematischen Wissenschaften 
hegen und durch die Fórderung der Her- 
ausgabe der Acta Mathematica, die 
sich ALLERHÖCHSTDERSELBEN gnüdigster 
Protection erfreuen, bereits bezeugt ha- 
ben, beschlossen, am 21. Januar 1889, 
dem sechzigsten Jahrestage ALLERHOCHST- 
DERSELBEN Geburt, einer wichtigen Ent- 
deckung auf dem Gebiete der hóheren 
Analysis einen Preis zuzuerkennen. Die- 
ser Preis wird in einer Medaille mit dem 
Bilde Server Masestit, im Goldwerthe 
von tausend Francs, und ausserdem in 
einer Summe von zwei tausend fünf hun- 
dert Kronen in Gold bestehen (1 Krone 

1 Frane 40 Centimes circa). 

SEINE MasestÄr geruhten die Aus- 
führung dieses Planes einer Commission 
drei Mitgliedern anzuvertrauen: 
Herrn Carn Wererstrass zu Berlin, 
Herrn CHARLES HERMITE zu Paris und 
Herrn Gösta MırraG-LEerrter zu Stock- 
holm, Chefredacteur dieses Journals. Die 
Bemühungen der Commission waren Ge- 
genstand eines Berichtes, dessen nach- 
stehend folgendes Resultat SEINE Mazsr- 
star Allergnädigst genehmigt haben: 


von 


»In Anbetracht der Fragen, welche in 
verschiedenen Hinsichten die Analysten 
gleich sehr interessiren und deren Lósung 


Acta mathematica, 7, 
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Sa Masesté Oscar II désireux de 
donner une nouvelle preuve de lintérét 
qu ErnE porte à l'avancement des sci- 
ences mathématiques, intérét qu ELLE a 
déjà témoigné, en encourageant la publi- 
cation du journal Acta Mathematica, 
qui se trouve sous Son auguste protec- 
tion, a résolu de décerner le 21 Janvier 
1889 soixantième anniversaire de Sa 
naissance un prix a une découverte im- 
portante dans le domaine de l'analyse 
mathématique supérieure. Ce prix con- 
sistera en une médaille, du dix-huitiéme 
module, portant l'effigie de Sa MasesTé 
et ayant une valeur en or de mille franes, 
ainsi qu'en une somme de deux mille cinq 
cents Kronor en or (1 Krona = 1 franc 
40 centimes environ). 


SA MagrsTÉ a daigné confier le soin 
de réaliser Ses intentions à une com- 
mission de trois membres: M. Cart 
Weierstrass à Berlin, M. CHarLes Her- 
MITE à Paris, et le Rédacteur en chef 
de ce Journal, M. Gösta MirraG-LEFFLER 
à Stockholm. Le travail des commissaires 
a été lobjet d'un rapport dont S4 Ma- 
JESTÉ a pris connaissance, et voici leurs 
conclusions auxquelles ELLE a donné Son 
approbation: 


»Prenant en considération les questions 
qui à divers titres préoccupent également 
les analystes et dont la solution serait 


II 


von dem gróssten Nutzen für die Fort- 
schritte der Wissenschaft sein würde, 
macht die Commission SEINER MasxsTiT 
ehrfurchtsvoll den Vorschlag, der besten 
Abhandlung über einen der folgenden 
Gegenstinde den Preis zu ertheilen. 

1. Es sollen für ein beliebiges System 
materieller Punkte, die einander nach 
dem Nerwron’schen Gesetze anziehen, 
unter der Annahme, dass niemals ein Zu- 
sammentreffen zweier Punkte stattfinde, 
die Coordinaten jedes einzelnen Punktes 
in unendliche, aus bekannten Functionen 
der Zeit zusammengesetzte und für einen 
Zeitraum von unbegrenzter Dauer gleich- 
mässig convergirende Reihen entwickelt 
werden. 

Dass die Lósung dieser Aufgabe, durch 
deren Erledigung unsere Einsicht in den 
Bau des Weltsystems auf das wesent- 
lichste würde gefórdert werden, nicht nur 
möglich, sondern auch mit den gegen- 
wärtig uns zu Gebote stehenden analy- 
tischen Hülfsmitteln erreichbar sei, da- 
für spricht die Versicherung LrjEuwE- 
DrRicHnLET S, der kurz vor seinem Tode 
einem befreundeten Mathematiker mit- 
getheilt hat, dass er eine allgemeine Me- 
thode zur Integration der Differential- 
gleichungen der Mechanik entdeckt habe, 
sowie auch, dass es ihm durch Anwen- 
dung dieser Methode gelungen sei, die 
Stabilität unseres Planetensystems in voll- 
kommen strenger Weise festzustellen. 
Leider ist uns von diesen Untersuchun- 
gen Driricuier’s, ausser der Andeutung, 
dass zur Auffindung seiner Methode die 
Theorie der kleinen Schwankungen einen 
gewissen Anhalt biete, nichts erhalten 
worden;* es darf aber als gewiss an- 





[du plus grand intérêt pour les progrès 
de la science, la commission propose 
respectueusement à Sa MasEstE d'ac- 
corder le prix au meilleur mémoire sur 
l'un des sujets suivants. 


1. Etant donné un systéme d'un nom- 
bre quelconque de points matériels qui 
sattirent mutuellement suivant la loi de 
NEewTON, on propose, sous la supposition 
quun choc de deux points n'ait jamais 
lieu, de représenter les coordonnées de 
chaque point sous forme de séries pro- 
cédant suivant quelques fonctions con- 
nues du temps et qui convergent unifor- 
mément pour toute valeur réelle de:la 
variable. | 

Ce problème dont la solution étendra 
considérablement nos connaissances par 
rapport au systéme du monde, parait 
pouvoir être résolu à l'aide des moyens 
analytiques que nous avons actuellement 
à notre disposition; on peut le supposer 
du moins, car LEJEUNE-DIRICHLET a com- 
muniqué peu de temps avant sa mort à 
un géomètre de ses amis qu'il avait dé- 
couvert une méthode pour l'intégration 
des équations différentielles de la mé- 
canique, et qu'en appliquant cette mé- 
thode il était parvenu à démontrer d'une 
maniére absolument rigoureuse la sta- 
bilité de notre systéme planétaire. Mal- 
heureusement nous ne connaissons rien 
sur cette méthode, si ce n'est que la 
théorie des oscillations infiniment petites 
parait avoir servi de point de départ 
pour sa découverte.* On peut pourtant 
supposer presque avec certitude que cette 
méthode était basée non point sur des 
calculs longs et compliqués, mais sur le 





* Kummer, Gedächtnissrede auf Lejeune-Dirichlet, Abhandlungen der K. Akademie der 


Wissenschaften zu Berlin, 1860, p. 35. 


genommen werden, dass sie nicht in 
schwierigen und verwickelten Rechnun- 
gen bestanden haben, sondern in der 
Durchführung eines einfachen Grund- 
gedankens, den wieder aufzufinden ern- 
ster und beharrlicher Forschung wohl 
gelingen móchte. 

Sollte indessen die gestellte Aufgabe 
Schwierigkeiten darbieten, die zur Zeit 
nicht zu überwinden waren, so kónnte 
der Preis auch ertheilt werden für eine 
Arbeit, in der irgend ein anderes be- 
deutendes Problem der Mechanik in der 
oben angedeuteten Weise vollständig er- 
ledigt würde. 

2. Herr Fucus hat in mehreren Ab- 
handlungen* nachgewiesen, dass eindeu- 
tige Functionen zweier Veründerlichen 
existiren, die ihrer Entstehungsweise 
nach den ABez schen Functionen zweier 
Argumente verwandt, aber allgemeiner 
sind, als diese, und für die Analysis eine 
grosse Bedeutung gewinnen können, 
wenn ihre Theorie erst weiter entwickelt 
sein wird. Was zunächst zu leisten wäre, 
ist in folgender Aufgabe ausgesprochen: 

. Es sollen die von Fucus definirten 
Functionen einem * Falle von hin- 
reichender Allgemeinheit wirklich dar- 
gestellt und die wesentlichen Eigen- 
schaften derselben entwickelt werden. 


in 


III 


developpement d’une idee fondamentale 
et simple, qu'on peut avec raison espérer 
de.retrouver par un travail persévérant 
et approfondi. Dans le cas pourtant où 
le problème proposé ne parviendrait pas 
à être résolu pour l'époque du concours, 
on pourrait décerner le prix pour un 
travail, dans lequel quelque autre pro- 
bléme de la mécanique serait traité de 
la maniére indiquée et résolu compléte- 
ment. 


2. M. Fucus a démontré dans plusieurs 
de ses mémoires* qu'il existe des fonc- 
tions uniformes de deux variables, qui 
se rattachent par le mode de leur géné- 
ration aux fonctions ultraelliptiques, mais 
sont plus générales que ces derniéres, et 
qui pourraient probablement acquérir 
une grande importance pour l'analyse, si 
leur théorie était développée davantage. 


On propose d'obtenir, sous forme ex- 
plicite, les fonctions dont l'existence a 
été prouvée par M. Fucus, dans un cas 
suffisamment général, de maniére à ce 
qu'on puisse reconnaitre et étudier leurs 
propriétés les plus essentielles. 


* Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Febr. 


1880, p. 170. 


Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 89, p. 251. — Bulletin des 


Sciences mathématiques, 2"* série, t. IV. 


Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen, Junius 1880, 
p. 445. — Bulletin des sciences mathématiques, 2"* série, t. IV. 
Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd, 90, p. 71. — Bulletin des 


sciences mathématiques, 2"* série, t. IV. 


Abhahdlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 1881. — Bul- 
letin des sciences mathématiques, 2™ série, t. V. 
Sitzungsberichte der K. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1883, I, p. 507. 


Cf. Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 76, p. 


177. 


IV 


3. Es sollen die Functionen, welche 
einer hinreichend allgemeinen Differen- 
tialgleichung erster Ordnung von der 
Form: eine ganze rationale Function der 
Variabeln, der Function und ihrer ersten 
Ableitung gleich Null gesetzt, genügen, 
einer Untersuchung unterzogen werden. 

Die Herren Brior und Bouquer haben 
in ihrer Abhandlung über diesen Gegen- 
stand (Journal de l'école polytech- 
nique, cahier 36, pag. 133—198) für 
eine solehe Untersuchung den Weg ge- 
ebnet. Diejenigen Mathematiker, welche 
die von den Verfassern entdeckten Re- 
sultate kennen, wissen auch, dass ihre 
Arbeit den schwierigen und wichtigen 
Gegenstand, welchen sie zum ersten Male 
angegriffen haben, noch lange nicht er- 
schöpft hat. Es erscheint wahrscheinlich, 
dass neue Untersuchungen in derselben 
Richtung zu Lehrsätzen von hohem ana- 
lytischen Interesse führen können. 

4. Auf die allgemeine Theorie der 
algebraischen Gleichungen ist, wie be- 
kannt, ein helles Licht geworfen worden 
durch das Studium der speciellen Gleich- 
ungen, auf welche die Theilung des Krei- 
ses in gleiche Theile und die Theilung 
des Argumentes der elliptischen Func- 
tionen durch eine ganze Zahl führen. Die 
bemerkenswerthe Transcendente, welche 
man erhält, indem man den Modul einer 
elliptischen Function durch den Quoti- 
enten der Perioden ausdrückt, führt in 
ähnlicher Weise zu den Modulargleich- 
ungen, welche die Quelle ganz neuer Be- 
griffe und höchst bedeutender Resultate, 
wie die Auflösung der Gleichung fünf- 
ten Grades, geworden sind. Aber diese 
Transcendente ist nur das erste Glied, 
der einfachste besondere Fall einer un- 
begrenzten Reihe von neuen Functionen, 





3. L'étude des fonctions définies par 
une équation différentielle suffisamment 
générale du premier ordre dont le pre- 
mier membre est un polynome, entier et 
rationnel par rapport à la variable, la 
fonetion et sa premiére derivée. 


MM. Brior et BovqvET ont ouvert 
la voie a une telle étude dans leur mé- 
moire sur ce sujet (Journal de l'école 
polytechnique, cahier 36, pag. 133 
—198). Les géométres qui connaissent 
les résultats découverts par ces auteurs, 
savent aussi que leur travail est loin 
d'avoir épuisé le sujet difficile et im- 
portant quils ont abordé les premiers. 
Il parait probable que de nouvelles re- 
cherches entreprises dans la méme di- 
rection pourront conduire à des propo- 
sitions d'un haut intérét pour l'analyse. 


4. On sait quelle lumière a été portée 
sur la théorie générale des équations 
algébriques par l'étude de ces équations 
spéciales auxquelles conduit la division 
du cercle en parties égales, et la divi- 
sion par un nonrbre entier de l'argument 
des fonctions elliptiques. La transcen- 
dante si remarquable qu'on obtient en 
exprimant le module de la théorie des 
fonetions elliptiques par le quotient des 
périodes méne semblablement aux équa- 
tions modulaires qui ont été l'origine de 
notions entierement nouvelles, et de ré- 
sultats d'une grande importance comme 
la résolution de l'équation du cinquiéme 
degré. Mais cette transcendante n'est 
que le premier terme, le cas particulier 
le plus simple d'une série infinie de 
nouvelles fonctions que M. Poincaré a 
introduites dans la science sous la dé- 
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welche Herr Porncaré unter dem Namen 
fonctions fuchsiennes in die Wissenschaft 
eingeführt und mit Erfolg auf die Inte- 
eration linearer Differentialgleichungen 
von beliebiger Ordnung angewandt hat. 
Diese Functionen, welche also in der 
Analysis eine Rolle spielen, deren Wich- 
tigkeit auf der Hand liegt, sind bis jetzt 
vom algebraischen Standpunkte aus noch 
nicht derselben Betrachtung unterworfen 
worden, wie die Transcendente der Theo- 
rie der elliptischen Functionen, deren 
Veralleemeinerung sie sind. Es wird die 
Aufgabe gestellt, diese Lücke auszufüllen 
und neue, den Modulargleichungen ‘ent- 
sprechende, Gleichungen aufzustellen, in- 
dem man, sei es auch nur für einen spe- 
ciellen Fall, den Ausdruck und die Eigen- 
schaften der algebraischen Relationen 
untersucht, welehe zwischen zwei fonc- 
tions fuchsiennes bestehen, wenn sie eine 
Gruppe gemeinsam haben. 

Falls keine der eingereichten Abhand- 
lungen über einen der vorgeschriebenen 
Gegenstünde des Preises würdig befun- 
den wird, kann derselbe einer eingereich- 
ten Abhandlung zuerkannt werden, wel- 

che die vollständige Lösung einer wich- 

tigen Frage der Functionentheorie ent- 
hült, auch wenn diese keine der von der 
Commission vorgeschriebenen ist.» 


Die eingereichten Abhandlungen, mit 
einem Motto bezeichnet und von einem 
versiegelten Couvert begleitet, welches 
den Namen und die Adresse des Ver- 
fassers enthilt, sind an den Chefredac- 
teur der Acta Mathematiea vor dem 
ersten Juni 1888 einzusenden. 

Die Abhandlung, der Seine MasestÄr 
den Preis zuzuerkennen geruhen werden, 
und dessgleichen die Abhandlung oder 


a 1 — — — 
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nomination de fonctions fuchsiennes, et 
appliquées avec succés à l'intéeration des 
équations différentielles linéaires d'un 
ordre quelconque. Ces fonctions qui ont 
done dans lAnalyse un róle dont l'im- 
portance est manifeste, n'ont pas été 
considérées jusqu'ici sous le point de vue 
de l'algébre, comme la transcendante de 
la théorie des fonctions elliptiques, dont 
elles sont la généralisation. On propose 
de combler cette lacune et de parvenir 
à de nouvelles équations analogues aux 
équations modulaires, en étudiant ne 
serait-ce que dans un cas particulier la 
formation et les propriétés des relations 
algébriques qui deux fonctions 
fuchsiennes, lorsqu'elles ont un groupe 
commun. 


lient 


Dans le cas où aucun des mémoires 
présentés pour le concours sur un des 
sujets proposés ne serait trouvé digne 
du prix, ce dernier pourra étre adjugé à 
un mémoire mis en concours contenant 
la résolution compléte d'une question im- 
portante de la théorie des fonctions outre 
celles proposées par la commission.» 


Les mémoires presentés au concours 


devront étre munis d'une épigraphe ainsi 


que du nom et de l'adresse de l'auteur 


sous pli cacheté et adressés au Rédacteur 


en ehef des Aeta Mathematiea avant 
le 1" Juin 1888. 


Le mémoire auquel Sa MazrsT£ daig- 
nera décerner le prix, ainsi que d'ailleurs 


le ou les mémoires que la commission 


vi 


die Abhandlungen, welche die Commis- 
sion einer ehrenvollen Erwähnung werth 
erachten wird, werden in den Acta Ma- 
thematica abgedruckt werden und es 
darf keine von ihnen schon früher ver- 
öffentlicht sein. 

Die Abhandlungen dürfen in jeder 
Sprache geschrieben sein, welche die 
Verfasser vorziehen. Da jedoch die Mit- 
glieder der Commission drei verschiede- 
nen Ländern angehören, so wird ge- 
wünscht, dass die Verfasser ihrer Origi- 
nalabhandlung, falls dieselbe nicht be- 
reits franzósisch geschrieben ist, eine 
französische Übersetzung beifügen. Im 
anderen Falle werden die Verfasser zu- 
lassen, dass die Commission eine Über- 
setzung zu ihrem Gebrauche anfertigen 
lässt. 

Der Chefredacteur. 


estimera dignes d'une mention honorable, 
seront insérés dans les Acta Mathe- 
matiea et aucun entre eux ne doit étre 
publié auparavant. 


Les mémoires peuvent étre rédigés 
dans telle langue que l'auteur voudra 
choisir, mais comme les membres de la 
commission appartiennent à trois pays 
différents, l'auteur doit réunir à son mé- 
moire originaire une traduction francaise 
si le mémoire nest pas déjà écrit en 
francais. S'il n'y a pas de telle tra- 
duction lauteur doit accepter que la 
commission en fasse faire une à son 


usage. 


Le rédacteur en chef. 


SUR UN THEOREME DE M. FUCHS 


PAR 


H. POINCARÉ 


a PARIS. 


Les équations différentielles linéaires jouissent d'une propriété remar- 
quable: Les points singuliers sont les mémes pour toutes les intégrales. 
. C'est ainsi que pour les équations dont les coëfficients sont des polynómes 

entiers en x, les points singuliers sont les valeurs de x qui annulent 
le premier coéfficient. C'est sur cette circonstance qu'est fondée la mé- 
thode d'intégration de ces équations par les fonctions zétafuchsiennes. 

Les équations non linéaires ne jouissent pas, du moins en général, 
de la méme propriété. Ainsi l'équation trés simple 


vd + ydy-= o S 
a pour intégrale générale: 
y — V c? per m? 


c étant une constante d'intégration. Et les points singuliers x = +c, 
dépendent de cette constante et ne sont par conséquent pas les mémes 
pour toutes les intégrales. 

On est ainsi conduit à rechercher sil existe, en dehors des équations 
linéaires, d'autres classes d'équations différentielles dont toutes les inté- 
grales particulieres aient les mêmes points singuliers. C'est ce probléme 
que M. Fucus a trés élégamment résolu dans un mémoire intitulée 
Ueber Differentialgleichungen deren Integrale feste Verzweigungspunkte  be- 


Acta mathematica, 7. Imprimé le 11 Février 1885. 1 


D H. Poincaré. 


sitzen et inséré aux Sitzungsberichte de l'Académie de Berlin. (Séance 
du 26 Juin 1884.) 

Je rappelle succinctement les notations employées par le savant 
géométre de Berlin et les résultats qu'il a obtenus. 

M. Fucns considère une équation du 1° ordre: 


(A) F(a py,-y¥) = 0 
: F em 1 Em A ^ 
ou z est la variable indépendante et y la dérivée = et dont le premier 


membre est une polynome entier en y et en y, ayant pour coéfficients 


des fonctions quelconques de 2. 
Si l'on considére un instant 2 comme une constante, l'équation (A) 


devient une relation algébrique entre y et y. On appelle p le genre de 
cette relation. 
L'équation 


(0) D(z, y) =0 


est celle que l'on obtient en éliminant y' entre l'équation (A) et la 
guivante: 


(B) dy! E— 9 


M. Fucus arrive d'abord à un résultat général qu'il énonce ainsi: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass 
die Integrale der Gleichung (A) feste, sich nicht mit den Anderungen 
der Anfangswerthe stetig verschiebende Verzweigungspunkte besitzen, 
sind die folgenden: | 

1. Die Gleichung (A) hat die Form 


(F) y" + um? + du +... + duo 


worin d,, da, ..., d, ganze rationale Functionen von y mit von 2 
abhängigen Coefficienten von der Beschaffenheit bedeuten, dass d, 
höchstens vom Grade 2k in Bezug auf y ist. 

2. Ist y — » eine Wurzel der Discriminantengleichung (C) für 
welche die durch (F) definirte algebraische Function y’ von y sich 
verzweigt so ist » ein Integral der Gleichung (F). In der y' als 
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Sur un théoréme de M. Fuchs. 3 


algebraische Function von y darstellenden RigMANwN'schen Fläche 
hat y in sämmtlichen über y = y liegenden Verzweigungsstellen 


den Wei Y= (= E 


3. Je a ‚Blättern, welche sich in y — 7, y'—-C— 2 verzweigen, 
az 


entsprechen mindestens 4 — 1 mit y — 7 zusammenfallende Wurzeln 
der Gleichung 


mit der Unbekannten y. 

En d'autres termes; l'équation (A) devra satisfaire aux conditions 
suivantes: 

1°. La fonction y définie par cette équation ne pourra devenir 
infinie que lorsque y sera lui-même infini, ou pour certaines valeurs 
particuliéres de z. : 
dy, 


25° l'équation (A) deviendra: 


: "3 : 
2 ol lon.pose 4, — Gti 


(A,) F (2, Yi» yi) =—=105 


4; ne devra pouvoir devenir infinie, si y, est nul, que pour certaines 
valeurs particulieres de 2. 
3°. Les équations: 


devront définir des intégrales singuliéres de l'équation (A). 
4*. En différentiant dn (A), on trouve: 
dF dy dr 
dy dz +7, TV ir da^ 
On devra avoir identiquement: 


dk 
dy’ 


AT di. ig, 
dy! Rec Fi das 
P et Q étant des polynómes entiers en y et en y’, ayant pour coëfficients 
des fonctions de z 

Il est aisé de comprendre l'importance de ces résultats. Supposons 
en effet que F soit un polynóme entier, non seulement par rapport à y 
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et à y, mais encore par rapport à 2. Alors, si les conditions précédem- 
ment énoncées sont remplies, le nombre des points singuliers est fini et 
ces points peuvent même. étre regardés comme donnés, de sorte que la 
méthode d'intégration des équations linéaires par les fonctions fuchsiennes 
est applicable, au moins dans ses traits essentiels. On pourrait donc ainsi 
concevoir l'espoir de découvrir une classe nouvelle d'équations différentielles 
intégrables par ces transcendantes. Dans le cas méme ou F n'est pas 
un polynóme entier par rapport à z, le résultat reste fort important. 

Mais pour en tirer tous les fruits, il est indispensable de faire des 
conditions précédemment énoncées une étude plus approfondie. Cette étude 
a été commencée et poussée assez loin par M. Fucus et je désirerais ici 
la pousser plus loin encore, afin d'arriver à des conclusions définitives. 

Le nombre que nous avons appelé plus haut p joue dans cette étude 
un róle capital. 


1*, Supposant d'abord p = o, M. Fucus pose 


E ONE EO 
en AYN At 7370 








— 


D, 0, et d, désignant des polynómes entiers en ¢, dont les coéfficients 
dépendent de z. Il arrive ainsi à l'équation 


a= A, + AE AS 
ou A, A,, A, sont des fonctions de z. C'est l'équation de Riccar qu'il 
est aisé de’ ramener, comme on sait, aux équations linéaires du 2° ordre. 
Ainsi dans le cas de p — o, on n'obtient pas de classe réellement nou- 
velle d'équations différentielles satisfaisant aux conditions énoncées. 

Dans ce premier cas, je n'ai rien à ajouter aux résultats obtenus 
par M. Fucus. 

Ce savant géométre, examinant ensuite le cas de p = 1, pose: 


D, + VN RD) sies Deco c EU 


D,+ VJRQG) ~ 0, + KR) 


les 0, les V et R étant des polynómes entiers en ¢ avec des coéfficients 
dépendant de z, et R en particulier étant du 4° degré en t. 
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L’équation (A) est alors ramenée à la forme: 
dt " Ay Ica 

(1) d; 4. + Ait + At + ARD 
où les A et A sont des fonctions de z. 

On déduit alors de l'énoncé de M. Fuchs, cité plus haut, la condition 
suivante 
db dE. ? Pe EN 
(2) pm di (Ao + At -- A,t) == (B, + B,t) R(t) 
B, et B, étant des fonctions de z. 

On peut pousser plus loin encore l'étude de cette condition à laquelle 
s'arréte le célébre analyste que non citons. 

Solt: 
(3) R(t) — (t — at — Bt — rXt — 9) 


a, f, y et à étant des fonctions de z. Posons: 


wrau + b 
(4) —— eu -4- d 





a, b, c, d étant des fonctions de z que nous déterminerons plus com- 
plétement dans la suite et auxquelles nous imposerons d'abord la con- 
dition: 

ad — bc — 1. 


Les équations (1), (2) et (3) vont se transformer. En posant: 

















| aa +b 3 E ag +b e) ay + b sz ao tb 
ye + d . E c. cB +d : r ey + a’ co +d 
on aura: | 
R(t) ud (u—a)(u—P\u—7Ku—o) _ LM E 
(cu + d)'(ca' + dXcef + dYXcy + dyed +d) (cut d)* M 


E 
M étant une fonction de 2, 


Ay 2404 Agu? | B, + Biu 
D wp ow M > > : a Suse 
A, + AU 41 = aS B, + Bt c 
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les A" et les B’ étant des fonctions de z. Il vient ensuite 


dt t du i C, + Cu + Cu 
| dz  dz(cu + d)? (cu + d)* 
d'où, en posant, 


Ay — C, = À, A — C, = Aj, Ay’ — €, = À, 


on tirera: 
du 


— = 4 + Aw + Aju? + AVR, 


dz 
et on trouverait aisément: 


dfi, 
dz 


dR, 


du 








Lu Ar AB BE 
Ainsi la forme des équations (1), (2) et (3) n'est pas changée par la 
transformation (4), ce qu'il était d'ailleurs facile de prévoir. 

Nous déterminerons a, b, c, d en fonction de z par les conditions: 


da — b — (c + d)B — (a 4- 6) — (d — e)y — (b — a) — o 


qu'il est toujours possible de remplir et qui entrainent: 


/ 
^ 


D'ou la conclusion suivante: 
Il est toujours permis de supposer: 


R(t) = t(t? — 1)(t — 0) 


à étant une fonction de z qui définit le module des fonctions elliptiques 
engendrées par /R. C’est l'hypothése que nous ferons désormais. 
L'équation (2) devient alors: 


€ 


dR P i 
+ (4 + 446 AD) = (B, + BAR. 


dà 


(1 — Ys 


Faisons successivement dans cette équation: 
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- 


elle deviendra: 


dR : 
ap (4 + A,t + A,t’) = o, (f — — 1, 0, 1). 
eene aL) AN s 
Mais 5, ne saurait sannuler pour une de ces trois valeurs de /, sans 
quoi 2 serait égal à — 1, à o, ou à 1, et le nombre p ne serait plus 


M 


égal à r, mais à o. On a donc: 


A, -E 4d + Abo, (é —= — 1 0. T) 


d'ou 


N 


Si dans cette équation on fait é — 9, il reste: 
dà 
m 
Ainsi d est une constante. | 
Si on regarde un instant 2 comme une constante, l'équation (A) 
devient une relation algébrique de genre p. Cette relation définit une 
certaine surface de RIEMANN S qui dépend de z. Ici p— 1; done à 
chacune de ces surfaces de RIEMANN correspond un systeme de fonctions 
elliptiques et le module de ces fonctions pourra s'appeler le module de 
la surface 8. | 
Il résulte. de ce qui précède que le module de la surface S est invariable. 
Cela posé, l'équation (1) devient: 


dt À 
dz + Ay R 
OÙ: 
ll " 
73, 
QA 


Ili ne dépend que de ¢ et À ne dépend que de 2; les variables sont done 


se parées. 
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du ; > x 2 M: 
Posons à — 37: » étant une fonction de z. L'inversion de la relation 


us — dn 


\ R 
donnera: 


t—¢(u + c) 


c étant l'algorithme d'une fonction doublement périodique et c étant la 
constante d'intégration. 

Les points singuliers de la fonction £, seront ceux de la fonction y; 
ils seront done indépendants de la constante d'intégration et seront les 
mémes pour toutes les intégrales. 

Ainsi dans le cas de p — 1, comme dans celui de p — o, nous ne 
sommes pas conduits à une classe réellement nouvelle d'équations diffé- 
rentielles. 

Il reste à examiner le cas de p > 1, laissé de côté par M. Fucus. 

Une petite digression sur les surfaces de RrEMANN est ici nécessaire. 

Soit: 

foo, Yo) = © 


une relation algébrique de genre p, définissant une surface de Rrmmayn S,. 

Soit : 

fi, 1) — o 
une relation de méme genre définissant une surface de RrEMANN $,. 

Les deux surfaces S, et 5, seront dites équivalentes si l'on peut 
passer de l'une à lautre par une transformation birationnelle, c'est à dire 
en établissant entre les deux points analytiques (y, 45), (9, y), une 
relation telle que y, et y; puissent s'exprimer rationnellement en fonctions 
de y, et yj; et réciproquement. 

On sait qu'il y a certains invariants qui ne sont pas altérés par les 
transformations birationnelles; ce sont les modules. Il y a 3p — 3 mo- 
dules pour une surface de RIEMANN -de genre p > 1 et 1 module pour 
une surface de genre 1. Deux surfaces de RIEMANN équivalentes ont 
donc mémes modules. 

Reprenons maintenant l'équation (A) et considérons-la comme re- 
présentant une surface de Riemann S variable avec z. Je dis que les 
modules de cette surface S seront constants et indépendants de z. 


M 
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En effet partons de la valeur initiale z, de z, à laquelle correspond 
une certaine surface de BIEMANN S,. Soient y, et y, les valeurs initiales 
d'une certaine intégrale de l'équation (A) et de sa dérivée; le point 
analytique (y,, y) appartiendra à la surface S,. 

. Allons ensuite du point z, au point z, en suivant un chemin déterminé. 
La surface de Riemann que nous avons appelée S et qui pour z —z, se 
réduisait à S,, variera avec z et pour 2=2, se réduira à S,. Pour 
2= 2, l'intégrale considérée et sa dérivée se réduiront à y, et y; et le 
point analytique (y,, y;) appartiendra à la surface $.. 

Faisons maintenant varier sur la surface S, le point analytique 
(Yo. %) qui définit les valeurs initiales correspondant à l’intögrale en- 
! 2, et ne faisons 
pas varier non plus le chemin qui méne de z, à z,. Dans ces conditions, 
les surfaces S, et S, ne varieront pas, mais lintégrale considérée variera 
et dépendra des valeurs initiales y, et y, que l'on aura choisies. Par 


conséquent y, et y; seront des fonctions de y, et de yj. 


visagée, mais conservons des valeurs invariables à z, et à 


Je dis que ce seront des fonctions uniformes et continues du point 
analytique (y,, 4). En effet si l'on se donne les valeurs initiales y, et yj, 
l'intégrale qui correspondra à ces valeurs initiales sera entierement déter- 
minée. Cette intégrale considérée comme fonction de 2, peut prendre 
pour 2 — z, des valeurs différentes. Mais parmi elles, il y en a une, qui 
est celle que nous avons appelée y, et qui est celle que l'on obtient 
en allant du point z, au point z, par le chemin particulier que nous 
avons choisi. Cette valeur y, ainsi définie est parfaitement déterminée. 
C'est donc une fonction uniforme du point analytique (y,, y). 

Cette fonction uniforme pourrait toutefois être discontinue. Voyons 
comment cela pourrait arriver, par un exemple simple. Reprenons 
l'équation: ; | 

zdz + ydy = o 


et son intégrale: 


Soit z, — 0, z, — 1 et allons du point o au point 1 par la droite qui 


joint ces deux points. Il viendra: 


1 zu 
N Yo 
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et 
Y = EV—i = + Vy—i1. 


Ainsi y, est exprimé en fonction de y,. Il reste toutefois pour le définir 
complétement à décider si lon doit prendre le signe + ou le signe —. 
Supposons d'abord que la partie imaginaire de y, soit positive. Posons: 


MS (t + ;) cose + (t —i) sing 
( et @ étant des quantités réelles et telles que 


Oo «€ g « 27, des 


Cela est toujours possible et d'une seule maniére, sauf une exception 
dont nous parlerons plus loin. Il viendra: 


24g —1 = + | (ri) cosg + (t +i) sing |. 


Cela posé, pour déterminer le signe qu'il faut prendre, faisons varier z 
de o à r, en suivant la droite qui joint ces deux points. 
Nous écrivons: 


/ 
/ 


2 2 
2), = (w + =) cos o + iw —) sin d 
o<¢ < 27, U = 2; 


d devra se réduire à @ et «a 1 pour 2 — 1. II viendra: 


Hiis. 4 2° BAUR eh 
2/2 — g? =“ — = | — | sin d 
Vus — : em | (« =) cos o + i(w = =) | 


et comme cette expression devra se réduire à 2y, pour z= 0, il faudra 
prendre le signe + et il viendra: 


ay = (^ —;) cos @ + i(t EE 2) sine. 


Cette expression n'est pas une fonction continue de y,. Soit en effet 


(— 14-6 
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s étant infiniment petit. Les deux valeurs de 2j, : 











(: +e tui cose + i(s +: —- =) sing = 2 cose + inf. petit. 
et 
(1+e+ il cos(— g) (14-6 — 2 -) sin (— g) — 2 cose + inf. petit. 


sont infiniment voisines, tandis que les valeurs correspondantes de 2y,: 














(: +: Te - cose + ii + € up | sing = 2i sing + inf. petit, 
et 
(: ee = 3 cos (— e) + i1 Lac. = :) sin(— ¢) = — 2ising + inf. petit 


ne sont pas infiniment voisines comme elles devraient l'être si y, était 


fonction continue de y,. 


1 


A quoi tient ce fait? Supposons que y, soit réel et compris entre 
— I et +1. Alors il faudra prendre {= 1. Et pour l'angle ¢ nous 
aurons deux valeurs distinctes satisfaisant toutes deux a la condition: 


COSY = Y,. 


D'ailleurs rien dans les hypotheses faites jusqu'ici, ne nous permettra de 
décider entre ces deux valeurs de @ qui conduisent pour y, à deux 
valeurs égales et de signe contraire. Rendons-nous. compte de la raison 
d'être de cette anomalie. Supposons que nous ayons donné à y, 
valeur réelle comprise entre — 1 et + 1. L'intégrale correspondante 


une 


présentera un point de ramification 
2 = | Yo | 


situé sur la droite qui joint le point z — o au point z — 1, c'est à dire 
sur le chemin méme que nous sommes convenus de suivre pour aller du 
premier de ces points au second. Quand la variable z, en suivant ce 
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chemin, aura franchi ce point de ramification, rien dans les hypotheses 
faites ne nous permettra de décider quel signe il faut attribuer au ra- 
dical Vyi— 2 

Je suis entré dans d'assez longs détaits sur ce cas simple et j'espere 
avoir fait comprendre comment y, pourrait étre une fonction discontinue 
de 9,. | 

Cela arriverait si l'un des points du chemin que nous suivons pour 
aller de 2, à 2, était um point de ramification pour l'une des intégrales. 
Mais rien de pareil n’est à craindre dans le cas qui nous occupe. Nous 
avons supposé en effet que les points de ramification étaient les mémes 
pour toutes les intégrales et par conséquent qu'il ne pouvait y avoir 
de points de ramification des intégrales que pour certaines valeurs par- 
ticulieres de 2. 

Or nous aurons toujours pu choisir le chemin qui va de z, a2, 
telle sorte qu'il ne passe par aucune de ces valeurs particulières. 

Donc y, est une fonction uniforme et continue de y, et yj. | 

Il est aisé de voir que cette fonction n'a d'autres singularités que 
des póles. 

Done y, est une fonction rationnelle de y, et y;. 

Pour la méme raison, y; est une fonction rationnelle de y, et yj; et 
de méme y, et y, sont des fonctions rationnelles de y, et y:. 

Done on peut passer de S, à S, par une transformation birationnelle. 

Done ces deux surfaces de RIEMANN ont mêmes modules. . 

Donc les modules de la surface S sont indépendants de z. 


COEUR 


C'est le résultat que nous avions obtenu plus haut pour le cas 
de p — 1 et qui est étendu ainsi au cas général. 

Pour pousser plus loin cette étude, il est nécessaire de dire quelques 
mots des transformations birationnelles des surfaces de RIEMANX en elles- 
mémes. | 

Une surface de genre o peut se transformer en elle-méme par une 
infinité de transformations birationnelles formant un groupe continu à 
trois paramètres. Soit en effet | 


(5) f(x, y) — o 
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une relation algébrique de genre o et S la surface de Riemann corres- 
pondante, on posera: 


s—g( og) 
g et d étant rationnels. Si ensuite on pose 


CT at T 


aan dur 


a, f, y et à étant des constantes quelconques, puis: 


w=g(t), y (0) 

x et y’ seront fonctions rationnelles de x et y et réciproquement, on 
aura ainsi une triple infinité de transformations birationnelles de la 
surface S en elle-méme. 

Les transformations birationnelles. d'une surface de genre 1 en elle- 
méme forment encore un groupe continu, mais ce groupe ne contient 
plus qu'un seul parametre. Supposons en effet que la relation (5) et 
par conséquent la surface S soit de genre 1 et non plus de genre o. 
Nous poserons: 


el,  y-—4(t) 


«€ et d étant des fonctions doublement périodiques avec les périodes w 
et ©’. Soient 
PUE pegar qe 


un autre systeme de valeurs satisfaisant à la relation (5) et supposons 
que x et y’ puissent s'exprimer rationnellement en x et y, et réciproque- 
ment. On verra: 1 

1? que /" est une fonction entiere de f. 

2° que ¢ est une fonction enticre de /. 

3° que l'on a entre ¢ et é’ une relation de la forme: 


at + ft’ +7 — 0 


a, f| et y étant des constantes. 
4° que lorsque ¢ augmente d'une période, ¢ doit augmenter aussi 
d'une période et réciproquement. Si par exemple / augmente de w, /' 
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devra augmenter de mo + no', m et m étant des entiers, Il vient 


done: 
aw + (mo + nw’) = o 
et de méme: 
aw’ + B(m'o + no) = 0 
a(m,o + no) + Bo = o 
«mo + nie) + Bo = o. 


Les deux derniéres équations sont des conséquences des deux premieres 
pourvu que l'on suppose: mn’ — m'n = 1. Cette condition est d'ailleurs 
nécessaire pour que les quatre équations soient compatibles. Nous rem- 
placerons done nos quatre équations par les trois suivantes: 


(a + fm)o + fno' = Ama + (a + f')o' = 0 
mn’ — MN = I. 


Ces équations peuvent être satisfaites de deux manieres: 
1°, .En faisant 


d’ou: 


U=t+py. 


On est ainsi conduit à une simple infinité de transformations de la sur- 
face S en elle-même, dépendant d'un seul paramètre 7 et formant un 
groupe continu. 


2°. Le rapport = est donné par l'équation: 


“DIA 


a’ + ff + aB(m + n’) =o. 


De plus ce rapport ne doit pas étre réel, (si on laisse de cóté le cas 
que nous venons de traiter et celui que nous allons traiter plus loin) 


. wo . . A , d 
sans quoi le rapport — serait lui-méme réel. On devra donc avoir: 
wo 


m+n =o, I ou —ı. 
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wo . . 
— doit avoir une des valeurs 
e) 


Il est aisé de déduire de là que le rapport 
kir 
he 5 + u 
(6) E. aaa 


Je? + pv 
k, A, p, À, y! étant des entiers tel que 
Au’ — lu — 1, k zc 2, 3, 45,8, 9. ou. 10) (mod 12). 


Ce cas ne pourra done se présenter que pour certaines valeurs parti- 
culiéres du module de la surface. S. Pour ces valeurs, la surface S 
admettra outre le groupe continu trouvé plus haut, une autre trans- 
formation dont la puissance 3°, 4* ou 6° se confondra avec la substitu- 
tion identique, ainsi que les diverses puissances de cette transformation 
et les combinaisons de ces puissances avec les diverses transformations 
du groupe continu. 
3°. On peut enfin satisfaire à nos trois équations en faisant: 


t= — 1 


ET B= 1, ET Te M—N—O. 


On est ainsi conduit à une transformation 7' de la surface S en elle- 
méme. Si l'on appelle + une transformation quelconque du groupe continu 
trouvé plus haut, toutes les transformations birationnelles de la surface S 
en elle-méme sont comprises dans l'une des formules | 


F » () E ; 
Il n'y a d'exception que si le rapport — prend l'une des valeurs (6). 
o ; 


Les considerations qui précédent -ne présentent aucune difficulté, je les 
ai pourtant développées avec détail parce que j'ai l'intention d'appliquer 
une méthode tout à fait analogue à la recherche des transformations des 
surfaces de genre p> 1. 

Ces surfaces ne peuvent étre transformées en elles-mêmes que d'un 
nombre fini de manières. 

Ce théorème était soupçonné depuis longtemps, mais la démonstration 
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4 longtemps arrêté les géométres. Elle a été trouvée. il y a quelques 
années par M. Krew. 

Voici en effet ce que ce géomètre me fit l'honneur de m'écrire à 
la date du 3 Avril 1382. 


Eine Reihe von  Theoremen über algebraische Functionen beweist 
man vermóge der neuen 1 Function sofort (fonction intimement liée 
aux fonctions fuchsiennes). Zum Beispiel den Satz, den ich in meiner 
Schrift über Rremaxx nur erst als wahrscheinlich bezeichnete, dass näm- 
lich eine Fläche p > 1 niemals unendlich viele discrete eindeutige Trans- 
formationen in sich besitzen kann (vermöge deren sie in eine co Zahl 
dquivalenter Fundamentalpolygone zerlegt. erscheinen würde). 


Il est facile de: reconstituer dans tous ses détails. la démonstration 
de M. ‘KLEIN. 
: Reprenons en effet la relation (5) et supposons que cette relation et 
par conséquent la surface S soient de genre p > 1. Nous poserons: 


a — g(t), y = P(t) 


e(t) et d (t) étant des fonctions fuchsiennes dont le i générateur 
R, aura 4p côtés, les côtés opposés étant conjugués. Tous les sommets 
formeront un seul cycle et la somme des angles sera égale à 27 (cf. 
Théorie des groupes fuchsiens, Acta Mathematica, T. 1, p. 23 Ob. 425 
et Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta Mathematica, T. 1, p. 256 . 
et suiv.). Cela est toujours possible (cf. Mémoire sur les groupes des équa- 
tions linéaires, Acta Mathematica, T. 4, p. 272 et 276). 
Soient: 


^ 


et supposons que w’ et y’ soient fonctions rationnelles de x et de y, et 
réciproquement. Qu’arrivera-t-il si lon étudie // comme fonction de 7? 
En premier lieu, tant que ¢ reste intérieur au cercle fondamental, /' est 
une fonction holomorphe de f. | 
De plus /' reste intérieur au cercle fondamental. 
Réciproquement quand /' reste intérieur: au cercle fondamental, ¢ est 
fonction holomorphe de /' et reste intérieur au cercle fondamental. 
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On en déduit aisément (cf. Mémoire sur les groupes des équations 
linéaires, p. 231) que 
th E: B 
"om yt + 0 : 


"e at + 2) 
CE ('. rt +6 


conservant le cercle fondamental. 

Soit maintenant @ le groupe des fonctions fuchsiennes ¢(t) et d (f). 
Je dis qu'il est permutable à la substitution e. Soit en effet + une 
substitution quelconque du groupe G: je dis que o ‘to fera aussi partie 
de ce groupe. En effet, - faisant partie de @, on aura: 


z—g(t)—(t-), | y—4(t) —9(.2) 


i 


la substitution: 


d'ou: 
R|g(t), d(t)) = R|g(t.2), Pit.) É 


R étant lalgorithme d'une fonction rationnelle quelconque. D'autre part 
on a, par hypothese: 


et de méme 


d'ou: 


ou en changeant ¢ en to’ 
€ (to^! ce) = e(t), d (to^ zo) = f(t). 


Done la substitution o~*co fait partie du groupe @. 


Eu mb 


Les substitutions linéaires permutables au groupe G et conservant 
le cercle fondamental forment un groupe G'. Ce groupe G’ contient 
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évidemment le groupe G; en d'autres termes @ est un sous-groupe de G', 
et on voit aisément qu'à toute substitution de G’, n'appartenant pas à G, 
correspondra une transformation birationnelle de la surface S en elle-méme. 

vemarquons de plus que d'aprés la définition méme de G', G est 
un »sous-groupe distingué» de @. | 

Mais il y a deux espèces de sous-groupes: les sous-groupes d'indice 
fini (qui sont tels qu'on obtient toutes les substitutions du groupe prin- 
cipal, en prenant la résultante des diverses substitutions du sous-groupe 
et d'un nombre fini d'autres substitutions) et les sous-groupes d'indice infini. 

Je me propose de démontrer que G est un sous-groupe d'indice fini, 
et par conséquent que la surface S n'admet qu'un nombre fini de trans- 
formations birationnelles en elle-méme. 

J'établirai d'abord que @ est un groupe fuchsien, c'est à dire un 
groupe proprement discontinu. En effet s'il ne l'était pas, il serait ou 
bien continu (c'est à dire qu'il contiendrait des substitutions infinitésimales), 
ou bien improprement discontinu. (Cf. Théorie des groupes kleinéens, 
Acta Mathematica, T. 3, p. 57.) | 

1°. Il ne peut pas être continu; car s'il contenait une substitution 
infinitésimale 56, cette substitution serait permutable, non seulement au 
groupe G, mais à toutes les substitutions de ce groupe. 

Solent en effet 


co S, I EE 


les substitutions fondamentales de G.: D’après les hypotheses faites, les 
substitutions 

DOS uc Des eee 
feront également partie du groupe G. Mais ces substitutions different 


infiniment peu de 
Ce C es te 


puisque o est infinitésimale. Mais le groupe G étant discontinu ne devra 
contenir aucune substitution infinitésimale, il ne pourra done contenir 
deux substitutions distinctes, mais différant infiniment peu l'une de l'autre. 


Done on a: 
A ee (6 — d 3er, 251 


Done o est permutable aux substitutions fondamentales de G; elle est 
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donc permutable a toutes les substitutions de ce groupe, qui n'en sont 
que des combinaisons. 

Mais je dis qu'on ne saurait trouver de substitution linéaire per- 
mutable à toutes les substitutions de G. En effet pour que deux sub- 
stitutions linéaires Y et 2’ solent pérmutables, il faut et il suffit, ou bien 
qu'elles aient mémes points doubles (les deux points doubles pouvant 
dans-certains cas se confondre en un seul) ou bien qu'elles aient toutes 
deux pour multiplicateur — 1 et que les quatre points doubles soient 
conjugues harmoniques. 

Nous n'avons pas besoin de nous inquiéter de ce second cas de per- 
mutabilité. En effet une substitution infinitésimale ne peut avoir pour 
multiplicateur — 1. Si donc le groupe @’ contenait une substitution 
infinitésimale 6, toutes les substitutions de G devraient avoir mêmes 
points doubles que 6; elles seraient donc toutes permutables entre elles, 
ce qui n'a pas lieu. 

Done G' ne peut étre continu. 

2°. G' ne peut pas non plus étre improprement discontinu. J'ai 
démontré en effet (Groupes kleinéens, p. 58) que tout groupe formé de 
substitutions linéaires conservant le cercle fondamental, et ne contenant 
pas de substitution infinitésimale, est proprement discontinu à l'intérieur 
du cercle fondamental. 

Done G' est un groupe fuchsien. 

Il aura done un polygone générateur Rj, et lindice de G considéré 
comme sous-groupe de G' sera égal à la S de R, (polygone générateur 
‘de G) divisée par la S de Rj. (Cf. Mémoire sur les groupes des équations 
linéaires, Acta Mathematica, T. 4, p. 285) Or la S de RH, est finie, 
donc G est un sous-groupe d'indice fini. Cs. Qs EB. B. 


En général,le groupe G' ne différe pas du groupe G, de sorte que 
la surface $ n'admet aucune transformation birationnelle en elle-méme. 
Elle ne peut en avoir que dans des cas exceptionnels qui correspondent 
évidemment aux différents cas de symétrie que peut présenter le po- 
lygone £A 

Soient maintenant deux surfaces de Rirmann S, et S,, équivalentes, 
ct de genre p. 

Si l’on peut passer de l'une à l'autre par deux transformations 
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birationnelles T et U, la transformation TU changera en elle-même la 
‚surface S,. | 

D'où les conclusions suivantes: 

1°. Si p— o, on peut passer de S, à 5$, per une triple infinité de 

transformations birationnelles: 

2°, Si p- 1, on peut passer de 5, à 5, par une simple infinite 
de transformations birationnelles. | 

3°. Si p» 1, il n'y a en général qu'une seule transformation bi- 
rationnelle qui permette de passer de S, à S,, et il n'y en a jamais qu'un 
nombre fini. 

Grace à ces propositions, il est aisé de retrouver les résultats que 
nous avons démontrés plus haut pour les cas de p = o et de p — 1 et 
de traiter complètement le cas de p> 1. 

Reprenons en effet l'équation: 


(A) F(y, y, 2) = 0 


et soit d'abord p — o. On pourra poser: 


c et & étant des fonctions rationnelles de ¢ dont les coëfficients dépendent 
de z. 

Soit y, = e(t), y, = c(t) les valeurs initiales d'une certaine inté- 
grale et de sa dérivée pour 2 — 4, et 


les valeurs de cette méme intégrale et de sa dérivée pour 2—24,. On 
a vu que y, et y; doivent être fonctions rationnelles de y, et y et 
réciproquement. On aura donc 


at, inu 
1 yt, + 0 





Les coGfficients de cette substitution linéaire a, f, y, 9 dépendent évidem- 


ment de z, et de z 


, y, Nous regarderons z, comme une constante, et 2, 


— =~” - 
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sera la variable indépendante; nous supprimerons done l'indice 1 de /,, 
Z,, Yı, y; et nous aurons 


"e at, + B 
(6) Sar pe 


où /, sera la constante d'intégration ct où a, f, y, 0 seront des fonctions 


de z. Si a, f, 7’, & sont les dérivées de ces fonctions; il viendra: 


Bue n.r dote ce roh +P) 
(7) da^. (yt, + 0)’ ; 


En éliminant f, entre (6) et (7) on retomberait sur l'équation de Riccar, 
ce qui confirme le résultat obtenu plus haut. 
Si on remplace ¢ par sa valeur (6) dans l'expression 
y — e(t) 


on trouve pour: l'intégrale générale de l'équation (A): 


. y= R(f,) 


R étant une fonction rationnelle de la constante d'intégration ¢, et dont 
les coéfficients dépendent de 
Réciproquement si l'on a une fonction y de /, et de z, rationnelle 


Lou 


\ , "Ot ; dà : 
par rapport à ¢,, et que l'on forme la dérivée y'— a on obtiendra par 


l'élimination de ¢, une équation différentielle de la forme (A) entre y, y’ et z. 
Si en particulier l'équation (A) est algébrique, non seulement par 
rapport à y et à y, mais encore par rapport à z, l'équation de Rıccarı 
à laquelle on sera conduit aura ses coëfficients algebriques en 2, et par 
conséquent l'intégration de l'équation (A) sera ramenée à celle des équa- 
tions linéaires du 2° ordre à coéfficients algébriques. | 
Supposons maintenant p — 1. Nous pourrons poser: 


yz gt). = f(t) 


€ ct & étant des fonctions doublement périodiques de / dont les coefficients 
dépendent de 2. Conservons aux notations 


Zor #19 Yo = ¢ (ty), Y= o (ty), N 2 (t), y e (6) 


‘ 
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le méme sens que plus haut. On sait que y, et y; doivent étre des 
fonctions rationnelles de y, et y, et réciproquement. Donc d’après ce 
qu'on a vu plus haut sur les transformations des surfaces de genre 1 en 
elles mêmes, on devra avoir: 


& — at, + P 
a étant égal à l'une des quantités: 


2kiz 2kiz 


I, s s ME a —e?, zm 


Comme «a et f doivent être des fonctions continues de 2, et que /, doit 


se réduire à /, pour 2, — 2,, on aura 


a=1,  t—t,4 f. 


Considérons z, comme constant, z, comme variable et supprimons l'indice 
I de 2,5 ty, Vis. Ur 
B sera une fonction de z et l'intégrale générale de l'équation (A) sera: 


y — e(t, + pg 


g étant une fonction doublement périodique dont les coéfficients dépen- 
dront de z, # une fonction de z, et /, la constante d'intégration. 

Si l'équation (A) est algébrique en z, les coéfficients de la fonction 
doublement périodique g(t) dépendent algébriquement de z; et la fonction 
B de 2 sobtient par une simple quadrature. Posons: 


y sera une fonction algébrique de w et de z, si léquation (A) est algé- 
brique en z. Si l'équation (A) n'est pas algébrique en z et si elle s'écrit: . 


LA, yy”? =O 


où les coéfficients A,, sont des fonctions non algébriques de 2, y sera 
une fonction algébrique de w et des coéfficients A,,. Dans tous les cas 


on aura: 





u — sn (f, + p) 
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bo 
plus haut. 

Arrivons enfin au cas de p > 1.  Faisons d'abord z 
tion (A); cette équation représentera une certaine surface de RIEMANX $,. 
Si l'on y fait z=z, on aura une surface équivalente S,. Cette seconde 
surface dérive de la premiére par une seule transformation birationnelle 
ou par un nombre fini de pareilles transformations. 

Soit 


(A,) : Fy (Yo, yo) — 9; (A,) Ru n ET. 


étant la constante d'intégration. On reconnait là le résultat obtenu 








zg, dans l'équa- 


les équations de ces deux surfaces de RıEMAnn. On passera de l'une à 
lautre en posant: 


(8) MN. WI M Riu, wo) 


H et H, représentant des fonctions rationnelles. Ces fonctions rationnelles 
R et R, sont telles que l'élimination de y,, y; entre l'équation (A,) et 
les équations (8) conduit à l'équation (A,). D'aprés ce que. nous venons 
de voir, il n'y a qu'un nombre fini de fonctions rationnelles qui jouissent 
de la méme propriété. 

Done quand on connaitra les équations (A,) et (A,) on pourra trouver 
les deux fonctions rationnelles R et R, par des procédés purement algé- 
briques. 

Comme les coëfficients de (A,) et (A,) dépendent de z, et de z,, il 
en sera de méme des coéfficients de R et R,. Si nous regardons z, 
comme une constante, z, comme la variable indépendante, puis que nous 
supprimions l'indice r. dans z, 4, ¥%, yi, M viendra, pour l'intégrale 
générale de (A). 

y — Ry, yo) - 


R étant une fonction rationnelle des deux constantes d'intégration y, et 
y, fonction rationnelle dont les coëfficients dépendent de z. Les deux 
constantes d'intégration y, et y, ne sont d'ailleurs pas indépendantes, car 
elles sont liées entre elles par l'équation (A,). 

Si en particulier l'équation (A) est algébrique en z, les coëfficients 
de À dépendront algébriquement de z, et l’intégrale générale de l'équa- 
tion (A) sera algébrique. 
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Si au contraire l'équation (A) s'écrit: 
2: 4,9" y" — (0) 


les coëfficients A,,, étant des fonctions non algébriques en z, l'intégrale 


générale 


Ve 


sera une fonction algébrique non seulement de y,, mais des coéfficients A,,- 
Dans tous les cas, l'équation (A) s'intégre par des procédés purement 
algébriques. 
On arrive d’ailleurs au méme résultat par emploi des fonctions 
fuchsiennes. Ecrivons encore l'équation (A) sous la forme: 


2: A UI" y" = o. 
Nous pourrons poser 
VOR EEE) 


ce et d étant deux fonctions fuchsiennes dont les coëfficients dépendent 
de z. Soient € et 7 deux fonctions fuchsiennes, indépendantes de z et 
à laide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement. On aura: 


y= RE, v), y — RE, 7) 


fm 


R et R, étant des fonetions rationnelles de & et de z. Les coöfficients 

de ces fonctions rationnelles dépendent de z, et il est aisé de voir de 

quelle manière: ce sont des fonctions algébriques des coéfficients A,,. 
Conservons aux notations 


Zo, £1, Yo = € (fs), Yo = 9 (f), = e(h), yi = (nh) 


le méme sens que plus haut. Le point analytique (y,, y;) devra être 
lié au point analytique (y,, %) par une transformation birationnelle. On 


aura donc: 
BEN at, + À 
LI va m S 
its 


( at + | 
p TEN 
rt + 0 


appartenant au groupe appelé plus haut @. 


la substitution 
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Les coéfficients a, f, y, 9 dépendent de z, et de z, ; mais ce ne peuvent 








être que des fonctions continues de z,; de plus pour z, — z, on a t, — t,. 
Mais le groupe G' est discontinu. Done on a quels que soient z, et 2: 
DENT, B—=7—=0o 
"A 


Ainsi ¢ est une constante et il en est par conséquent de méme de & et 
de x qui ne dépendent que de ¢. L'intégrale générale de l'équation (A) 
est done: i 


où l'on doit regarder € et 7 comme deux constantes d'intégration liées 
entre elles par une relation algébrique. 

C'est le méme résultat que plus haut. 

Il reste deux questions à résoudre. 

On ‚peut se demander en premier lieu s'il existe effectivement des 
équations intégrables algébriquement par le procédé que nous venons 
d'indiquer c’est à dire des équations algébriques de la forme (A), de genre 
p > et satisfaisant aux conditions de M. Fucus. 

La reponse à cette premiere question doit étre affirmative. 

Soit en effet 


(9) HF 1) 9 
une relation algébrique quelconque de genre p > 1. Soit: 
(10) =F, y») y=, 7) 


où @ et d sont des fonctions rationnelles de & et de » dont les coéfficients 
dépendent de z. Nous supposerons, pour fixer les idées, qu'ils en dépendent 
algébriquement. L’elimination de & et de » entre les équations (9) et 
(10) donnera une relation: 


(11) Q(x, y, 2)—0 


où @ est un polynôme entier en x et y dont les coëfficients dépendent 
de z. Considérée comme une relation entre æ et y seulement, la rela- 
tion. (11) définit une surface de RIEMANN de genre p, qui reste équi- 
valente à elle-méme quand on fait varier z. 
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Différentions les relations (10) par rapport à z (c'est à dire en y 
regardant € et 7 comme des constantes) il viendra: 


de dg dy dj 

dz dz’ gn VAE 
dj 
37 est une fonction rationnelle de & et de 7. Maintenant des relations 
(9) et (10) on peut déduire les suivantes: 


(12) E= 9, (4, y) n= ^, y) 
c, et d, étant des fonctions rationnelles de x et de y dont les coéfficients 
dépendent de z. Il viendra done 


d. 
(13) = = Re, y) 


R étant une fonction rationnelle de x et de y dont les coéfficients dé- 
pendent de z. En éliminant © entre les équations (11) et (13) on arrivera 
à une éqnation de la forme (A), satisfaisant aux conditions de M. Fucus. 
On arriverait au méme résultat en éliminant € et 7 entre les trois 
relations: | 
Es dy dd 
F(E, 4) — 0, y= DE, »), di pe 
Soit par exemple: 
(14) FUN, v; Wi 9 


une équation dont le premier membre est un polynóme entier homogene 
du 4* degré en v, v, w. 


Faisons y 
u=antbhyte 


(15) v=artbhyt+e, 
w=ae+by+c, 


où les a, les D et les c sont des fonctions algébriques de z. Nous 


écrirons l'équation: 


Fax + by 4p c, ax +by+ e, ax + by + 6) — 0. 
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; t * . ; . 
Nous appellerons A, A,, A,, B, etc. les mineurs du déterminant: 


a b € 
a, b, €, 
a b C 


Il viendra: 

cm Bu + B,v +-B,w 

dud + Cv + Cw 
ou en différentiant par rapport à z et appelant B’, Dj, etc. les dérivées 
de B, B,, etc. par rapport à z: 


6 dy Po (B’u+Biv+ Biw)(Cu t C,v 4- C, w) — (Cut Civ Cw) But Bvt B,w) 
MO) ga — (Cu + C,v + Cw)? Wt DES 


L’elimination de u, v, w et x entre les équations (14), (15) et (16) 
donnera une équation différentielle de la forme (A) satisfaisant aux con- 
ditions de M. Fucus. 

Passons à la seconde question qu'il nous restait à résoudre: 

Etant donnée une équation différentielle. algébrique (A), de genre 
p> 1, satisfaisant aux conditions de M. Fucus et que l'on sait par con- 
séquent intégrable algébriquement, comment effectuer réellement cette 
intégration. 

On a vu d'aprés ce qui précede que cette question se ramene à la 
suivante: Etant données deux surfaces de RIEMANN équivalentes, trouver 
la transformation birationnelle qui permet de passer de lune à l’autre. 

Le probléme ainsi posé présente la plus grande analogie avec le 
probleme de la réduction des formes arithmétiques. On conviendra de 
dire qu'une équation algébrique 


F(z, y)=0 


est réduite lorsqu'on l'aura ramenée par une transformation birationnelle 
à une forme que l'on regardera comme plus simple que toutes les autres. 
Il faudrait choisir les conditions de réduction de façon: 

1° que l’on puisse toujours trouver la transformation birationnelle 
qui réduit une surface de Riemann donnée; 
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2° quil n'y ait en général qu'une seule surface réduite équivalente 
à une surface de RIEMANN donnée et qu'il n’y en ait jamais qu'un nombre 
fini. 

Alors on réduira les deux surfaces S, et S, que l'on veut trans- 
former l'une dans lautre; si les deux surfaces sont équivalentes, on devra 
parvenir à la méme réduite et, comme on connaitra la facon de trans- 
former S, en la réduite et la réduite en S,, on connaîtra aussi la trans- 
formation qui change S, en: $,. 

Il est évidemment possible de trouver de pareilles conditions de 
réduction ce qui rendrait complète l'analogie avec la théorie des formes 
arithmétiques. Mais cela n'est pas nécessaire; on peut se contenter de 
conditions de reduction telles que la surface réduite ne dépende plus 
que d'un nombre fini de parametres. 

Par exemple, CrEsscu démontre qu'une courbe de genre p 


Trip 


peut toujours être ramenée au degré p + 1 (Aszrsche Functionen, p. 65). 
Apres cette réduction, elle dépend encore de p — 1 parametres, 
Solent donc 


EG, y) exo, Fa, y= 0 


deux courbes de genre p qu'il s'agit de ramener lune à l’autre par une 
transformation birationnelle. Je ramenerai la premiere au degré p + I 
par une transformation convenablement choisie; elle deviendra 


(17) Fn, Us) B. 


Je pourrai trouver ensuite, par la méthode de Crzsscm une infinité de 
transformations birationnelles dépendant de p — 1 paramétres arbitraires 
Gy, Qa) ces 0,4, QUi-raméneront la seconde courbe au degré p + 1. 
Aprés l'application d'une de ces transformations, l'équation de cette 
courbe deviendra: 


(18) Fm, Vis Ay Los 2. 4) — 0 


où j'ai mis en évidence les paramètres a. Si les deux surfaces de Rır- 
MANN sont équivalentes, on pourra disposer des « de façon à identifier 
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les équations (17) et (18) et on connaitra du méme coup la transforma- 
tion qui fait passer d'une surface à l'autre. 

On peut ainsi ramener la recherche des transformations birationnelles 
qui changent S, en S, à l'étude de l'équivalence des formes algébriques, 
c'est à dire de la transformation d'une telle forme en une autre par une 
substitution linéaire. 


Soient: 
F(v, y) — o, Fx, y,)=0 


deux équations qui représenteront deux surfaces de RIEMANX S, et S, 
et en méme temps deux courbes algebriques C, et C,. Soient m, et m, 
les degrés de ces deux courbes qui auront le méme genre y. Soit: 


(19) Ayla, y) + AP, y) +... + Ag, (v, y) —o 


l'équation générale des courbes d'ordre m, — 3 qui passent par tous les 
points doubles de C,. Soit de méme: 


-- 


(20) Bids(z,, Ys) + Beh, v) + - +. + Bd, (my, y) — 0 


léquation générale des courbes d'ordre m, — 3 qui passent par tous les 
points doubles de C,. Soient: 


Ot. Au. ss AERE 
BER 


les deux relations algebriques et homogenes par rapport aux A et aux 
B qui expriment, la premiere que la courbe (19) est tangente à C,, la 
seconde que la courbe (20) est tangente à C,. Si d'autre part x et y 
sont les coordonnées du point de contact des deux courbes (19) et C,, 
si x, et y, sont les coordonnées du point de contact de (20) et de C,, 
on aura: 


ER 09534 D'OR Rss; i A) 
a, = R,(B,, By, +, B 


p 


h = RB, B, vey B h 


p 


les fonctions R, R', R, et Ri étant rationnelles. 
Si les deux surfaces de Riemann S, et S, ont mêmes modules, les 
deux formes algébriques 6 et 6, seront algébriquement équivalentes, 
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cest à dire qu'on pourra passer de l'une à l'autre par une substitution 


linéaire, ou en posant: 


À; — Due ax D, 


les a, étant des coefficients constants. 
La transformation birationnelle qui change S, en 5S, sera alors 
facile à trouver. On aura en effet: 


Ria, B, al, ee 2a, 


(21) 
y —H Clans 2585 ett 2a, B,) 


avec les conditions: 


(22) F (9; 4i) =O, 2 B d, Yı) — 0, > D, 6, (45; Yı) ee. 2. 


où l’on à posé: 
dj, dF, dé, dF, 


Me EL 


Le 


On pourra toujours trouver p fonctions rationnelles de x, et de y,: 


ONCOL UN RR CORE RN cuu Pulls 59) 


qui substituces à la place de B,, B,, ..., D, satisfont aux relations (22). 
On remplacera alors D, par o;(x,, y,) dans les équations (21) et on ob- 
tiendra ainsi la transformation birationnelle qui change S, en $,. 

Les invariants qui restent arbitraires dans la forme algébrique 6 
sont au nombre de 3p — 3 et ils doivent étre regardés comme les modules 
de la surface de RIEMANN S,. 

Il est une circonstance sur laquelle je désirerais maintenant attirer 
lattention et qui facilite singuliérement soit la recherche des conditions 
d'équivalence des deux formes 0 et 0, et de la substitution linéaire qui 
les transforme l'une dans l'autre. 

Parmi les courbes (19), il y en a 2?^!(2* — 1) — P qui sont p — 1 
fois tangentes à C,; nous les appelerons les courbes k,; de méme il y 
aura, parmi les courbes (20), P courbes k, qui seront p — 1 fois tan- 
gentes à ©. La substitution linéaire: 


A, — 22a, B, 


qui change 6 en 6, devra transformer les P courbes A, dans les P 


Sur un théoréme de M. Fuchs. 31 


courbes k,. Il pourrait y avoir dans le probléme général, une assez 
grande indétermination; car on pourrait se demander quelle est celle des 
P courbes k, qui se transformera dans une courbe b, donnée. Il y aurait 
P combinaisons logiquement possibles, ce qui obligerait à faire un nombre 
trés considérable d'essais inutiles. 

D'autres considérations viendraient, il est vrai, réduire le nombre 
des combinaisons logiquement possibles; telle serait par exemple, pour 
p— 3, la distribution des 28 tangentes doubles en 64 systèmes de 4. 
Mais ce nombre n'en resterait pas moins tres grand. 

Fort heureusement, dans le probléme particulier qui nous occupe, 
cette indétermination n'existe pas. Quelle est celle des courbes E, qui 
se transforme dans une courbe donnée k,? La réponsé est simple: c'est 
la courbe k, à laquelle se réduit la courbe donnée k, quand 2, se réduit à z,. 

On arrive méme ainsi, presque immédiatement, à déterminer un grand 
nombre d'intégrales particulières de l'équation (A). 

En effet, soit l'équation 


(A) F(y, y, 2) —0 


pour 2 — 2, elle représente une courbe C,, qui est tangente en P(p — 1) 
points aux courbes k,. (Considérons y, y et z, comme, les coordonnées 
d'un point dans l'espace: lorsqu'on fera varier z,, les P(p — 1) points 
de contact (y, y) de C, avec les P courbes k,, décriront dans l'espace 
P(p — 1) courbes qui seront des intégrales particuliéres de l'équation (A). 

Il n'y a donc aucune difficulté à craindre dans les calculs algébriques 
qui conduisent à l'intégration de l'équation (A). | 

Remarquons en passant que la considération des P courbes k, nous 
conduit à une seconde démonstration de ce théorème qu'une surface de 
RIEMANN ne peut jamais étre transformée en elle-méme par une infinité 
de transformations birationnelles. 


J'arrive à la conclusion définitive de ce travail. Les équations du 
1* ordre qui satisfont aux conditions de M. Fucus ne constituent pas des 


classes réellement nouvelles d'équations différentielles. 
Dans le cas de p = o, elles se raménent aux équations linéaires. 
Dans le cas de p = 1, elles s'intégrent par une simple quadrature. 
Enfin dans le cas de p> 1, elles s'intégrent par des procédés pure- 
ment algebriques. 
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Nous devons done renoncer à l'espoir de rencontrer parmi elles des 
classes essentiellement nouvelles d'équations intégrables par les transcen- 
dantes fuchsiennes. Tout au plus pourrions-nous supposer qu'il en existe 
de pareilles, parmi les équations d'ordre supérieur; mais on ne pourra 
s'en assurer que par une discussion spéciale, analogue à celle qui precede. 

Le beau résultat de M. Fucus en perd-il pour cela son intérét? Je 
ne le crois pas. Il nous fournit en effet une classe trés-nombreuse d'équa- 
tions différentielles intégrables algébriquement. Les conditions de M. 
Fucus sont trés simples et il suffit d'un examen assez rapide pour re- 
connaitre si elles sont remplies. On reconnait du méme coup l'intégrabilité 
algebrique, qui sans cette circonstance aurait pu passer inapercue. 

De plus, on peut fonder sur ce théoréme une méthode pour trouver 
les modules d'une surface de Riemann; mais c'est là un point que je ne 
puis développer en ce moment. 


Paris, 25 Novembre 1884. 
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SUR UN THÉOREME 
CONCERNANT 
LES FONCTIONS ELLIPTIQUES 


PAR 


EDVARD PHRAGMEN : 


à STOCKHOLM. 


Dans son enseignement à l'université de Berlin, M. WzrEnsTRASS a 
donné une théorie des fonctions elliptiques aussi remarquable par la 
beauté que par la simplicité des méthodes, où il prend pour point de 
départ le théoréme suivant: 

Toute fonction analytique ¢(w) possédant un théorème d'addition 
ou, en d'autres termes, telle qu'il existe une relation algébrique entre les 
valeurs de la fonction correspondant aux valeurs de l'argument w, v, 
u + v, est 

1° ou une fonction algébrique de w; ou bien 

2° si w désigne une constante convenablement choisie, une fonction 


ziu 
algébrique de la fonction e"; ou enfin 
3° si e, w’ sont deux constantes convenablement choisies, une fonc- 
tion algébrique de la fonction ' 


I > ) I I 
2(w4|o, o0) = — + [tt i 
$ | 1 ) u* _(u — 2uw — 2u'w') 2uo + 29w) 
1 i i 4 


[SM —O. EE, 2... sat la combinaison .4— 7 — 0); 
Cette théorie n'a jamais été, en son entier, l'objet d'aucune publica- 
tion de la part de son auteur; le seul ouvrage à ma connaissance qui 


‘ Pour la théorie de cette fonction, voir l'ouvrage de M. Scuwarz: Formeln 


und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen (1881—1884). 
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puisse en donner une idée nette est celui de M. SCHWARZ; mais comme 
la démonstration que M. Wrirrsrrass a donnée du théorème énoncé 
plus haut ne s'y trouve pas, j'ai été réduit à mes propres ressources 
pour en chercher une; ce n'est que plus tard que la démonstration de 
M. WziERSTRASS m'a été communiquée par mes professeurs, M. Mrrraa- 
LrrrLER et M"* Kowarzvskt Un caractere essentiel de cette démon- 
stration c’est qu'elle peut être généralisée de manière à embrasser le cas 
général des fonetions abéliennes. Mais si l'on renonce à cette généralisa- 
fion et que l'on se borne à démontrer le théoréme ci-dessus énoncé, la 
démonstration que j'ai trouvée parait un peu plus simple et plus facile 
que celle de M. Werersrrass et j'ai l'honneur de la présenter aux lecteurs 
des Acta, dans l'espoir qu'elle leur offrira quelque intérét. 


Nous posions que la fonction analytique e(w) avait un théorème 
d'addition algébrique ou qu'il existait, entre plu), g(v) et e(u + v), une 
- relation algébrique. Je me bornerai à supposer qu'il y a trois éléments ! 


8 (wu | a), 3,(v | D), Su 4- v|a + 0) 
de la fonction g liés par une équation algébrique 
(1) G[S,(w|a), S,(v|B, S(u + v|a4- Oa, 


On sait alors que la méme équation a lieu pour tout systéme de trois 
elements qu'on peut obtenir en continuant le systeme des éléments 
3,, 8,, 8 le long d'un chemin quelconque. Mais de là on ne peut pas 
conclure immédiatement que lon ait 


G [e (ut), g(v), e(u + v)]= 0 


pour trois valeurs quelconques de la fonction correspondant aux valeurs 
de l'argument u, v, u + v. En effet, si l'on change l'élément 8,(u | a) 
en S;(w|«) en le continuant le long d'un chemin fermé et qu'on laisse 
inaltéré l'élément 8,(v |b), Su + v | 4 + 0) se changera en général en un 











Q . . . . LM 
- S(u | a) = une série procédant suivant les puissances entières et positives de 
(u — a). 
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nouvel élément $'(u + v|a + b), de sorte que l'on ne voit pas si l'élé- 
ment nouveau S;(w|a) satisfait à la relation 


G[$;(u|a), S,(v|b), 8(u--v|a d - 0b] —o 

ou non. | 

Dans ce qui suit, je demontrerai en premier lieu que si lon admet 
la relation (1), la fonction g(w) a le caractére d'une fonction algébrique 
à l'intérieur de tout domaine fini. 

En disant qu'une fonction définie par un élément donné a le caractere 
d'une fonction algébrique à l'intérieur d'un domaine donné, j'entends que 
toutes les valeurs qu'on peut obtenir en continuant l'élément le long de 
chémins appartenant tout entiers au domaine donné satisfont à une équa- 
tion de la forme 


P+ AMI RECO ef, 


ou fi, f; ..., f, ont le caractère d'une fonction rationnelle à l'intérieur 
du méme domaine. 
Puis je montrerai que l'on a en effet 


Gle(u), e(v), gu + 2)] — o; 


où e(w) désigne une valeur quelconque de la fonction e correspondant 
à Yargument w et ainsi de suite pour ¢(v) et eu + v). 

Dès lors, je sais que g(w) ne peut avoir en chaque point qu'un nombre 
fini de valeurs, et, m'appuyant sur ce fait, je démontre aisément que ¢(w) 
est ou une fonction algébrique ou une fonction périodique, et il n'y a 
plus de difficulté à achever la démonstration. 


Supposons done que la relation 
G[S,(w|a), 8,(v|D), Su + v|a + b)] — 


»» 9 de la fonction e. 

Si nous considérons un de ces éléments, par exemple 8, (u 
voyons qu'on peut trouver une quantité positive », telle, que pour le 
domaine 


ait lieu entre trois éléments 98,, 8 





a), nous 


lu—al<», 


la fonction définie par cet élément ait le caractére d'une fonction alge- 
brique. C'est ce qui du moins a lieu si l'on choisit r, plus petit que le 
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rayon de convergence de la série 8,(w|a). Pour les autres éléments 
8,(v| b), S(u + v| a + b), l'analogue a lieu. 

De plus, on voit que les limites supérieures des quantités r,, r,, r 
sont finies ou infinies en méme temps. Car si lune de ces limites 
supérieures est infinie, c'est que c(w) a le caractère d'une fonction algé- 
brique pour tout domaine fini, et alors il faut que les autres soient aussi 
infinies. Or, on voit aisément qu'elles ne peuvent étre finies toutes les 
trois. Car, si c'était le cas, admettons que p,, o,, p soient leurs valeurs: 
il faut qu'on ait l'une des deux inégalités suivantes 


p «pc ou p € p + Pi: 


Soit o, — p + p,. Si lon pose alors 


0 
y— b= — —3—(w-—a 
voy 
et par conséquent 
Pp 
u+v—a—b=——(u—a 
p+ = ^ 


et que l'on suppose 


|u—a|<R<p+a,, 
on a 
R 


[PERLE a too 


R 
u+v—a—b|<——.p< 
et, par conséquent, les fonctions de w définies aprés cette substitution par 
les éléments 8, et 8 ont le caractere d'une fonction algébrique pour tout 
domaine 


|« — | « R, 


où R est une quantité positive plus petite que o + p,. Si l'on désigne 
ces fonctions par y, z et la fonction définie par l'élément 8,(w|«) par x, 
on à la relation 


G(r, y, 18) —O. 
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Si entre cette equation et les equations 
n n—1 
y -Ley.T...0T£,—0, 
=” » E 
© ue Dye d- c'e! à + o, —— O, 


qui définissent y et 2 comme des fonctions à caractère algébrique à l'in- 

térieur du domaine [u — «| — R, on élimine y et z, on obtient une 
2 ) 

équation 


z" fat +... + f=, 


ou f,,.-., f, ont le caractère d'une fonction rationnelle dans le domaine 
|«— «| « 2. 

Done x a le caractere d'une fonction algébrique à l'intérieur de ce 
méme domaine |u — «| < R, où R est une quantité positive quelconque 
plus petite que » + p,, ce qui est contraire à la supposition p, — p + p,. 

On voit que le méme raisonnement s'applique au cas où p, <p + p,. 

Done la fonction g(w) a le caractère d'une fonction algébrique dans 
tout domaine fini. 

Prouvons maintenant que lon a toujours entre trois valeurs de la 
fonction ¢ correspondant aux valeurs de l'argument x, v, «+ v la relation 


Gletu), e(v), eu + v)] — o. 


Nous le démontrerons en faisant voir que chaque valeur ¢,, que la 
fonction ç(w) peut prendre dans le point a, ou dont g(w) s'approche in- 
définiment lorsque # s'approche indéfiniment de «a sur un certain chemin, 
satisfait à l'équation 


G[g,, 8,(v|b), Sa + v|a + 5)] — o. 


En effet, on arrive à la valeur cg, en continuant l'élément 8,(w | a) 
le long d'un certain chemin fermé. On peut toujours choisir un domaine 
continu, fini et simplement connexe qui contienne ce chemin tout entier. 
On peut encore déterminer un second domaine continu et fini tel, que la 
limite inférieure des distances d'un point à lintérieur du premier domaine 
et d'un point à l'extérieur du second soit plus grande qu'une quantité 


d |^]. 
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Imaginons-nons pour un instant un troisieme domaine assez grand 
pour contenir & son intérieur non seulement le dernier des deux domaines 
que nous venons de fixer, y compris la limite, mais aussi le chemin le 
long duquel il faut continuer l'élément 8,(u | a) pour arriver à l'élément 
8(uJ4-v|a-- b). A l'intérieur de ce domaine, la fonction définie par l'élé- 
ment S,(w|d) — ou, ce qui donne la méme fonction, par 8(w + v | a 4- b) 
— a le caractére d'une fonction algébrique, et pur conséquent elle ne 
peut avoir qu'un nombre fini de points singuliers à l'intérieur du plus 
grand de nos deux premiers domaines. Nous pouvons donc choisir deux 
points a’, b dans l'entourage de a et de b, de manière à satisfaire aux 
conditions suivantes. En premier lieu, il faut que l'on ait || < d, de 
sorte qu'à chaque point « à l'intérieur du plus petit de nos deux do- 
maines corresponde un point « + # à l'intérieur du plus grand. De plus, 
le point a’ doit étre choisi à l'intérieur du petit domaine et d'une telle 
maniére, que les points a’, a’ + b' ne se confondent avec aucun des points 
en nombre fini du grand domaine qui constituent des points singuliers 
pour la fonction considérée tout à Vheure. Enfin, si « est un point 
singulier de cette fonction situé à l'intérieur du petit domaine, <a + 0’ 
doit étre un point régulier de la méme fonction. 

Sans changer la valeur finale g,, nous pouvons maintenant remplacer 
le chemin fermé a... « par la suite des chemins réguliers suivants: 
1° un chemin aa’, 2? un nombre de lacets” joignant le point a’ à des 
points singuliers situés à l'intérieur du moindre domaine, et 3? le chemin 
aa. On peut méme choisir ces lacets de manière que les lacets corres- 
pondants que décrit le point w+ 0’ soient composés de chemins réguliers 
et de cercles qui ne contiennent aucun nn singulier. Donc, si l'on 
continue le système des éléments $,(w|a), S,(v|D), 8(u + v|a + b) en 
faisant varier 1° « de aaa’ et v de b à Je 2° u 48 a’ à a’ le long des 
lacets, et 3° u de a à a et v de D’ à b, en partant de l'élément 3, (w | a) 
on s'approche indéfiniment de la valeur &,, tandis que les éléments 

,(v |b) et S(u + v |a + 6) reviennent. 








! Par un lacet joignant le point @ à un point singulier 4, nous entendons un 
chemin régulier composé d'un chemin partant de @ et aboutissant dans lentourage de «, 
d'un ‘petit eerele autour de @ et du premier chemin pareouru en sens contraire (Voir 
par ex. Brior et Bouquer, Théorie des fonctions elliptiques). 
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Mais il est démontré dés lors que chaque élément régulier ou singulier 
@(u|a) de la fonction e(w) dans l'entourage du point a satisfait nécessaire- 
ment à l'équation 


- 


G[e(w|a), 8,(v|6), S(u + v|a + 5] —o. 


Comme l'analogue a lieu pour les éléments 8, et 8 et que d'ailleurs 
les points a, b sont tout a fait arbitraires, notre assertion se trouve entiére- 
ment justifiee. 

| De ce que la relation 


Gle(u), g(v), ç(u + v)]—o 


a toujours lieu, il s'ensuit que la fonction ¢(w) ne peut avoir en chaque 
point qu'un nombre fini de valeurs 


^ 


Oel)... 92.3 Pn) 


Done, si l'on forme les expressions 


I I 
Eu — a "s Pau la ? 
I I 
(gu — a)? ^5 dian (Gru — a)? 
I I 
FLE EUR uS nu — a)"’ 
Pi 


on voit immédiatement qu'elles représentent des fonctions qui ont le 
caractère d'une fonction rationnelle à l'intérieur de tout domaine fini. 
Si elles sont toutes des fonctions rationnelles, g(w) est une fonction algé- 
brique. Dans le cas contraire, supposons que pour la fonction 


1 I I 
(g,u [UR a)" ud vee T (gn n a)" 
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le point #— oo est un point singulier essentiel. On sait alors que, pour 


des valeurs de l’argument plus grandes en valeur absolue qu'une quantité : 


donnée quelconque, cette fonction peut prendre des valeurs plus grandes en 
valeur absolue qu'une autre quantité donnée quelconque, et, par conséquent, 
pour des valeurs de w plus grandes en valeur absolue qu'une quantité 
arbitrairement donnée, c(w) peut prendre des valeurs telles, que la valeur 
absolue de [e(w) — a] soit plus petite que toute quantité donnée. Mais 
cela étant, on démontre à l'aide d'un raisonnement employé par M. Werer- 
STRASS dans son cours et que je reproduis ici succinctement, que ¢(w) 
est nécessairement périodique. 5 

En effet, on voit en premier lieu que, dans le volsinage d'un point 
donné quelconque, il y a toujours une valeur que c (wu) reprend au moins 
un nombre donné de fois. Car supposons que dans le voisinage d'un 
point a il y ait une valeur b que c(4) reprend un nombre m de fois 


aux points $i, ..., w,. Alors g(u) peut prendre chaque valeur dans 
un certain entourage de D pour des valeurs de l’argument dans le voisi- 
nage des points w,, ..., w,. Mais g(w) pouvant prendre une valeur 


. 


aussi peu différente de b qu'on le désire dans an point du voisinage 
de w= co, on voit qu'on peut trouver dans chaque entourage de b une 
valeur que e(w) reprend (m + 1) fois au moins. Dans l'entourage de 
chaque valeur a, on peut donc trouver une autre valeur 4 que ¢(w) 
reprend au moins un nombre donné de fois. 

Done, si l'équation 


Gle(u), e(v), gu + v)] — o 


est du degré m par rapport à g(w + v) et que l’on choisisse (m + 1) 
points 2,, ..., 9,,,, dans lesquels £(v) reprend la méme valeur a, l'équa- 
tion en 2. 


Gle(u), a, 2] = 6 


aura pour racines 


(ue sé) decine Gy (re er Un 41) 


e, (n + ti). “el À] €, (wu T vaut). 


— 


is em ed ma m 
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Par conséquent, le nombre des racines différentes ne pouvant dépasser 
m, on aura pour chaque valeur donnée de x une égalité de la forme 


g,(u + vj) — e;(u + v;) (yz) 


ce qui, le nombre de ces combinaisons étant fini, ne peut étre que si unc 
au moins de ces égalités est une identité. Mais d'une identité 


eau + 20) = ga(u), 


c'est-à-dire. de l'identité d'un des éléments de c(2«w + u) a un point 
queleonque avec lun des éléments de c(w) au méme point, on conclut 
que les fonctions de u ¢(2w + u) et g(w) sont identiques, c'est-à-dire que 
g(u) a la période 2c. 

Soit maintenant 2w une période de ¢g(w) telle, qu'il n'y ait pas de 

période de la forme 2,4», y — une quantité réelle plus petite que l'unité. 

ziu 

Cette période existe. Soit de plus z— e". Les fonctions symétriques élé- 
mentaires de g,(w), ..., ¢,(w) sont des fonctions analytiques uniformes de 
2, qui n'ont que deux points singuliers essentiels au plus, 2 — o et 27 — oo, 
et l'on voit, comme ci-dessus, que si la fonction c(w) n'est pas algébrique 
en z, elle reprend la méme valeur pour (m + 1) valeurs de z et par 
conséquent pour (m + 1) valeurs de w non-équivalentes par rapport à la 
période 2». De là on conclut que g(u) a des périodes dont le rapport 
à 2« n'est pas une quantité réelle. 

Choisissons maintenant deux périodes quelconques 2w, 2’ dont le 
rapport n'est pas une quantité réelle, et formons la fonction p(u|w, c") 
appartenant à ces périodes: en posant z — (o(w|«, w’), on voit aisément 
que g(w) est une fonction algébrique de z. Car de la définition de 
Q(u| c, w’) il s'ensuit immédiatement que cette fonction est une fonction 
doublement périodique, aux périodes élémentaires 2«, 20’, et qui n'a 
pas, à distance finie, de singularité essentielle. Par conséquent, comme 
p(u) a un infini double dans le parallelogramme des périodes, on conclut 
que, dans chaque parallélogramme élémentaire, il y a deux points, distincta 
on coincidants, ou cette fonction acquiert une valeur donnée quelconque. 
Et, lorsque z est situé dans lentourage d'un point z, quelconque, fini ou 
infini, chacune des deux valeurs correspondantes de x non-équivalentes 
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par rapport aux périodes a le caractére d'une fonction algébrique de z. 
Done g(w) considéré comme fonction de z a aussi le caractére d'une 
fonction algébrique dans l'entourage de tout point z, (fini ou infini), et 
de plus cette fonction ne peut avoir qu'un nombre fini de valeurs pour 
chaque valeur de z. 

Mais de là on peut conclure que g(w) est une fonction algé- 


brique de z. 
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ÜBER DIE BEGRENZUNGEN VON CONTINUA 


VON 


EDVARD PHRAGMÉN 


in STOCKHOLM. 


Wenn man von der Wererstrass’schen Auffassung des Begriffes einer 
analytischen Function ausgeht, so ist, wie bekannt, immer die Gesammt- 
heit der regulären und der ausserwesentlich singulären Stellen einer ein- 
 deutigen analytischen Function ein Continuum. | 

Dies Continuum kann aber gróssere oder kleinere Theile der Ebene 
umschliessen. Einer Angabe von Hrn. Scuwanz zufolge, wurde das erste 
Beispiel einer analytischen Function, von deren Existenz-Bereich continuir- 
liche Stücke der Ebene ausgeschlossen waren, von Hrn. WEIERSTRASS im 
Jahre 1863 gegeben. Heut zu tage ist nichts leichter als solche Beispiele 
zu bilden. Die Modulfunctionen sind ein solches; mit Hülfe der Dar- 
stellungssätze von Hrn. Prof. Mrrrac-Lerrier kann man sich deren beliebig 
viele bilden, und die Untersuchungen von Hrn. PorwcAnÉ über die line- 
aren Differentialgleichungen führen mit Nothwendigkeit auf solche Func- 
tionen. 

Wenn man nun, vermóge der, Darstellungssátze des Hrn. Prof. Mrrrac- 
LrrrLER oder in anderer Weise, sich einen analytischen Ausdruck gebildet 
hat, der in allen Punkten der Ebene sich regulär verhält — mit Aus 


1 Unter Continuum verstehe ich im Folgenden eine Punktmenge wie sie Hr. 
WEIERSTRASS, Zur Functionenlehre, S. 5, betrachtet und eine aus einem Stück bestehende 
Flüche nennt. 


Acta mathematica, 7, Imprimé le 26 Mars 1885. 


44 Edvard Phragmén. 


nahme derjenigen welche zu einer gewissen Punktmenge' P gehören, 
von der kein Theil ein Continuum ist, — so kann dieser Ausdruck, 
der verschiedenen Beschaffenheit der Punktmenge P zufolge, mehrere ver- 
schiedene analytische Functionen — welche dann sämmtlich der oben an- 
gedeuteten Art sind — oder eine einzige Function darstellen, je nachdem 
die Ebene durch das Ausschliessen der Punktmenge P in mehrere ge- 
trennte Continua zerfällt oder nicht. 

Von Hrn. Prof. MrrrAG-LErrLER aufgefordert, habe ich in Öfver- 
sigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar, 1834, 
n? 1, Seite 121, bewiesen, dass: 

wenn kein Theil einer abgeschlossenen Punktmenge P zusammenhdngend* 
ist, so bildet die Gesammtheit derjenigen Punkte der Ebene, welche nicht zu 
P gehóren, ein einziges Continuum. 

Da Prof. Mrrrac-Lerrcer gewünscht hat, dass ich diesen Satz in 
den Acta Mathematica reproducire, will ich jetzt einen einfacheren, 
mehr direkten Beweis desselben geben oder vielmehr einen anderen, etwas 
umfassenderen Satz beweisen. 

Da die Punkte, welche übrig bleiben, nachdem man eine gewisse 
abgeschlossene Punktmenge ausgeschlossen hat, nothwendiger Weise ein 
oder mehrere Continua bilden, so kann der obige Satz auch in dieser 
Form ausgesprochen werden: 

Ist die Punktmenge P die vollständige Begrenzung eines Continuums A 
und existiren in der Ebene Punkte die ausserhalb .A liegen, so muss irgend 
ein Theil von P zusammenhängend sein. 

Für den Beweis dieses Satzes kann ich offenbar annehmen, dass der 
Punkt co ausserhalb A liegt, d. h. dass A ganz und gar im Endlichen 
liegt, denn auf diesen Fall kann man ja immer den entgegengesetzten 


! Ich will hier schon darauf aufmerksam machen, dass eine solche Punktmenge P 
immer abgeschlossen ist, um den Ausdruck des Hrn. Cantor (Mathematische Annalen, 
B. 23, S. 470) zu gebrauchen, d. h. dass die Punkte der ersten abgeleiteten Menge alle 
zu P gehóren. 

? Nach Cantor, Grundlagen. einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, Mathe- 
matische Annalen, B. 21, S. 575 (französische Übersetzung in Acta Mathematica, 
B. 2, S. 406), heisst ein System von Punkten zusammenhängend, wenn man für zwei 
willkürlich gegebene Punkte ¢ und ¢ des Systems und eine gegebene, beliebig kleine Zahl 
c, stets eine endliehe Anzahl von Punkten des Systems finden kann, der Art dass die 
Entfernungen iL. LE LE: ... DU simmtlich kleiner als € sind. 
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durch eine oder, wenn man so will, mehrere Transformationen durch 
reciproke Radii Vectores zurückführen. 

Da also angenommen wird, dass das Continuum A ganz und gar 
im Endlichen gelegen ist, so kann man ein Quadrat finden, welches A 
vollkommen einschliesst. Dieses Quadrat theile ich in m? gleiche Quadrate, 
jedes dieser Quadrate wieder in m; gleiche u. s. f£, wo m,, My, ... ganze 
Zahlen bezeichnen. 

Für jede neue Eintheilung bilde ich mir aus allen denjenigen Quadra- 
ten, welche, im Innern oder auf der Grenze, einen zu P gehórigen Punkt 
enthalten, eine Punktmenge, welche für die »® Eintheilung @, heissen 
möge. Hiervon ist es eine unmittelbare Folge, dass Q,,, ein Theil von 
Q, ist. — 

Betrachten wir nun eine solche Punktmenge Q, so sehen wir leicht 
ein, dass wenn sie aus mehreren getrennten continuirlichen Stücken be- 
steht, es nothwendig ist, dass eins derselben die übrigen in der Form 
eines hinges umschliesst. Denn die entgegengesetzte Annahme würde 
mit der Voraussetzung im Widerspruch stehen, dass A ein im Endlichen 
gelegenes Continuum sei. Es muss dies auch dann noch gelten, wenn 
man zwei Quadrate, welche nur in einem Eckpunkte zusammenstossen, 
als gar nicht zusammenhängend betrachtet. Dieser Eckpunkt kann nàm- 
lich dann nicht zu P gehóren, weil in dem Falle die zwei anderen Qua- 
drate, welche in diesem Punkte einen Eckpunkt haben, zu Q, gehóren 
müssten; wenn man also von Q, diejenigen Punkte ausschliesst, welche zu 
einer gewissen kleinen Umgebung dieses Punktes gehören, so gelten die 
obigen Schlüsse. - 

Dieses, die anderen Stücke ringförmig umschliessende Stück, oder 
wenn nur ein Stück vorhanden ist, .Q, selbst, bezeichnen wir mit R,. 

Dann muss, wie leicht einzusehen ist, R,,, ein Theil von À, sein. 
Denn R,,, ist ein Theil von Q,; wenn es also nicht ein Theil von Zi, 
würe, so müsste es ein Theil von einem der anderen Continua sein, welche 
zusammen (Q, ausmachen, und demnach von R, ringförmig umschlossen 
sein, was nicht möglich ist, da À, Punkte aus der Begrenzung von A 
enthält, also Punkte, welche zu @,,, gehören. Es ist demnach &,,, 
immer ein Theil von Z,. 

Geht man mit diesen Eintheilungen in kleinere und immer kleinere 


Quadrate genügend weit, so muss man zu einer solchen Eintheilung ge- 


> 
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langen, bei welcher irgend ein Quadrat ganz und gar innerhalb A fallt. 
Bei dieser Eintheilung und bei all den folgenden muss also R, dieses 
Quadrat ringformig umschliessen. Dies folgt unmittelbar aus der An- 
nahme dass A ganz und gar im Endlichen liegt. 

Jetzt wollen wir diejenige Punktmenge, R, betrachten, welche aus 
sämmtlichen den Punktmengen | 


Jis, Ai v B dcs 


gemeinschaftlichen Punkten besteht. 

Diese Punktmenge ist ein Theil der Begrenzung von A, denn in 
jeder Umgebung eines zu ihr gehórigen Punktes finden sich Punkte, 
welche auf der Grenze von A liegen. Sie ist ferner zusammenhängend. 
Dies sieht man durch die folgende Betrachtung ohne Schwierigkeit ein. 
Die Gesammtheit der Quadrate von R,, welche mit R einen Punkt gemein 
haben, möge mit AR} bezeichnet werden. Man betrachte nun eins der 
Quadrate von R,. Wenn dieses Quadrat nicht zu R’ gehört, so kann 
man offenbar den Index y so gross annehmen, dass es auch mit R, keinen 
Punkt gemein hat. Da aber die Anzahl der Quadrate in R, endlich ist, 
kann man y so gross wählen, dass keines der Quadrate von R,, welche 
nicht zu KA, gehören, mit À, einen gemeinschaftlichen Punkt haben. R/ 
oder die Gesammtheit der Quadrate der »'" Eintheilung der Ebene welche 
mit R einen Punkt gemein haben, ist also mit der Gesammtheit der- 
jenigen Quadrate von R, identisch, welche mit À, gemeinschaftliche Punkte 
besitzen. Und da À, für hinreichend grosse Werthe des Index die Gestalt 
eines Ringes hat, welcher ein gewisses, endliches Quadrat völlig umschliesst, 
$0 muss dasselbe offenbar von Ij gelten. Daraus kann man aber un- 
mittelbar schliessen, dass À eine nach der Definition des Hrn. Canror 
zusammenhängende Punktmenge ist. 

Man hat indess die charakteristischen Eigenschaften der Punktmenge 
R keineswegs erschöpft, wenn man sagt, sie sei zusammenhängend. In 
der That hat man viel mehr ausgesprochen, wenn man sagt, die Punkt- 
menge À besitze für eine gewisse Art, die Ebene in kleinere und klei- 
nere Quadrate einzutheilen, die Eigenschaft, dass die den Punktmengen 
Qi; Qu ..., Q,,... entsprechenden Punktmengen Aj, R, ..., Ri, 
Continua sind, die für hinreichend grosse Werthe des Index » ein gewisses 
endliehes Quadrat ringfórmig umschliessen, oder, was nach dem früher 
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Entwickelten dasselbe sein muss,’ deren Begrenzungen aus wenigstens 
zwei geschlossenen, gebrochenen Linien gebildet sind, welche ein gewisses 
Quadrat von endlicher Grósse umschliessen. 

Erstens. nàmlich ist es leicht zu zeigen, dass eine abgeschlossene 
Punktmenge A, welche für eine Art der Eintheilung diese Eigenschaft be- 
sitzt, sie auch für jede andere Art die Ebene in Quadrate zu zerlegen 
behalten muss. Es seien nämlich 


Mr Qs Qs vers 
Qi; Q5, FEAR) Q,, "E 7 


die, zwei besonderen Eintheilungen entsprechenden Punktmengen, welche 
aus allen denjenigen Quadraten bestehen, die mit R einen Punkt gemein 
haben. Dann kann man y so gross wählen, dass Q; alle diejenigen Qua- 
drate aus der y" Eintheilung der zweiten Art enthält, welche mit Q, 
gemeinschaftliche Punkte besitzen. Daraus sieht man leicht, dass wenn 
R die fragliche Eigenschaft für die erste Art der Eintheilung besitzt, 
dieselbe auch für die zweite Art bestehen muss. gie 

Zweitens uber kann man, wie leicht zu übersehen ist, den bewiesenen . 
Satz in der folgenden Weise umkehren. 

Wenn man aus der Ebene eine im Endlichen gelegene, abgeschlossene 
Punktmenge P ausschliesst, welche die folgende Eigenschaft hat: für eine 
gewisse Art die Ebene in kleinere und kleinere Quadrate zu zerlegen, sind 
die Punktmengen Q,, Q,, ..., Q,, ..., welche aus denjenigen Quadraten 
bestehen, die mit P gemeinschaftliche Punkte haben, simintlich Continua, 
welche, sobald » einen gewissen Werth übersteigt, von wenigstens zwei 
geschlossener, gebrochenen Linien, die ein gegebenes, endliches Quadrat 
umschliessen, begrenzt sind, so bilden die übrigen Punkte der Ebene 
mehrere getrennte Continua, von denen eins im Endlichen gelegen ist. 

Die oben angegebene Methode lässt sich unmittelbar anwenden, um 
die entsprechenden Sätze in einem Raum von » Dimensionen zu beweisen. 

Der Kürze halber wollen wir folgende Benennungen einführen. 

Unter dem Ausdrucke ein gebrochener (n — 1)-dimensionaler Raum 
in einem ebenen Raume von » oder mehr Dimensionen verstehen wir die 


* Da zwei Quadrate, welche nur in cinem Eckpunkt zusammentreffen, als gar nicht 
zusammenstossend betrachtet werden kónnen. 
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Gesammtheit einer endlichen Anzahl ebener (n — 1)-dimensionaler Räume, 
die durch gebrochene (n — 2)-dimensionale Räume begrenzt sind. — 

Einen solchen Raum nennen wir geschlossen, wenn jeder der ebenen 
(n — 1)dimensionalen Ràume, aus denen er gebildet ist, jeden der be- 
grenzenden (n — 2)-dimensionalen ebenen Räume mit einem anderen der 
(n —.1)-dimensionalen Räume gemein hat. 

Dies vorausgeschickt, kónnen wir den folgenden Satz aussprechen: 

Wenn in einem Raume von n Dimensionen A ein im Endlichen 
gelegenes Continuum ist, so kann man aus der Begrenzung desselben 
einen Theil P ausscheiden, welcher nicht nur zusammenhängend ist, son- 
dern vielmehr die folgende Eigenschaft besitzt: 

Wenn man einen »Würfel von » Dimensionen», der hinreichend gross 
ist, um das Continuum A vollständig zu enthalten, in m; gleiche »Würfel» 
eintheilt, jeden dieser »Würfel» wieder in ww gleiche u. s. f. und für jede 
Eintheilung eine Punktmenge (Q,, Q,, ...) aus allen denjenigen »Würfeln» 
bildet, welche mit P einen Punkt gemein haben, so ist jede solche Punkt- 
menge ein Continuum von n Dimensionen, und, wenn man eine gewisse 
endliche Anzahl ausnimmt, wird jede. der übrigen von wenigstens zwei 
- geschlossenen, gebrochenen (x — 1)-dimensionalen Räumen begrenzt, welche 
einen gewissen »Würfel» endlicher Grösse umschliessen. 

Auch dieser Satz lasst eine Umkehrung zu. 
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ÜBER SYSTEME VON PLANCURVEN 
VON 


H. KREY 


in FREIBURG i/B. 


Die vor nunmehr elf Jahren erschienene Abhandlung des Herrn Zeu- 
THEN: » Almindelige Egenskaber ved Systemer af plane Kurver'» enthält die 
Grundlagen für eine Behandlung der auf algebraische ebene Curven be- 
züglichen anzahlgeometrischen Fragen. Es handelt sich bei Aufgaben 
dieser Art um die Bestimmung der Anzahl von Curven gegebener De- 
finition, welche so viel Bedingungen genügen, wie ihre Constantenzahl 
beträgt; und das zur Lösung anzuwendende Verfahren besteht immer in 
der Einführung von Systemen, deren allgemeine Curve eine um 1 grössere 
Constantenzahl besitzt, und welche die gesuchten als besondere Curven 
enthalten. Zugleich werden in einem solchen System noch andere beson- 
dere Curven (Ausartungen) vorkommen, und von der Möglichkeit, hin- 
reichend viele Relationen zwischen den Anzahlen derselben zu ermitteln, 
hàngt die Lösbarkeit der gestellten Aufgabe ab. Es hat sich gezeigt, dass, 
selbst bei der Beschränkung auf sogenannte elementare Systeme, schon 
für n= 3 und » = 4 die Auffindung aller Ausartungen, und noch mehr 
die Aufstellung der zwischen ihren Anzahlen bestehenden Relationen mit 
bedeutenden Schwierigkeiten verbunden ist. Der Grund hiervon liegt in 
dem Auftreten von Curven mit mehrfach zählenden Zweigen (»Mangefolds- 
grene»), welche den elementaren Berührungsbedingungen genügen, wenn 
die Zahl der letzteren eine gewisse Grenze übersteigt. 

Wohl aber ergeben sich allgemeine, d. h. für Curven jeder Ordnung, 
oder doch für hinreichend grosse » geltende Resultate aus den Formeln 


" Kopenhagen, Höst. Ursprünglich im 10%" Bande der Videnskabernes Selskabs 
Skrifter publieirt. 


Acta mathematica, 7. Imprimé le 19 Février 1885. 
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des $ 24 der erwähnten ZruTuzw'schen Abhandlung, von deren Inhalt ich 
die beiden ersten Abschnitte hier als bekannt voraussetze. Das Bestehen 
dieser Gleichungen ist an die Bedingung geknüpft, dass die Curven a’ mit 
einer neuen Doppeltangente die einzigen mit einem mehrfach zählenden 
Punctorte behafteten Ausartungen des Systems sind. Setzt man noch, 
was im Folgenden geschehen soll, 4 = o, dann lässt sich die Gültigkeits- 
bedingung einfach dahin aussprechen, dass im System keinerlei besondere 
Curven der genannten Art vorkommen. 

Diese Voraussetzung ist es, welche den nachfolgenden Entwicklungen 
zu Grunde liegt. In dem ersten Theile .derselben habe ich mir haupt- 
sächlich die Aufgabe gestellt, nachzuweisen, dass alle hier in Betracht 
kommenden Zahlen bestimmbar sind. Der zweite Theil enthält die Aus- 
dehnung einiger der erhaltenen Resultate auf Plancurven in nicht fester 
Ebene. 





A. Plancurven in fester Ebene. 


S08 
Übergang von niederen zw hóheren Systemen. 
1. Sobald für ein System die Zahlen p, b, c bekannt sind, findet 
sich die zweite Characteristik aus der Gleichung 


p o-—2 (n — 1)u — 2b — 3c. 


Sagen nun die 


ved s Pea Rv EY = $+ 


elementaren Bedingungen aus, dass die Curven durch s gegebene Puncte 
gehen, und ¢ gegebene Geraden berühren sollen, dann ist yp’ die erste 
Characteristik für ein zweites System, in welchem s, ¢ durch s— 1, £ 4- 1 
ersetzt sind; immer vorausgesetzt, dass ? eine gewisse Grenze nicht über- 
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schreitet. Es liegt daher keine wesentliche Beschränkung in der Annahme, 
welche im Folgenden der Einfachheit wegen gemacht werden soll, dass 
sich die elementaren Bedingungen sämmtlich auf gegebene Puncte beziehen. 

Ein solches System soll kurz (d, e) genannt, und die Zahl y desselben 
gelegentlich mit [d, e] bezeichnet werden, auch dann, wenn ein Theil der 
singulären Puncte den weiteren Bedingungen zu genügen hat, bzw. in 
gegebenen Geraden, oder an gegebenen Stellen zu liegen, oder wenn ge- 
fordert wird, dass zwei der 4 + e Puncte in einer Geraden liegen sollen, 
die entweder gegeben ist, oder sich um einen gegebenen Punct dreht. 

Ohne Rücksicht darauf, ob die singulären Puncte sämmtlich frei sind 
oder nicht, möge von zwei Systemen (d,, e,), (d, e) ersteres das einfachere 
oder niedere heissen, wenn entweder d, + e, — d J- e, oder wenn zwar 
d, +e, — d 4- e, aber e, <e ist. Als nächst höheres System zu (d, e) 
kann man sowohl (d+ 1, e) als (d — 1, e<+ 1), als nächst niederes 
(d — 1, e) und (d + 1, e — 1) ansehen. | 

2. Es soll nun untersucht werden, wie weit die ZEUTHEN’schen 
Gleichungen ausreichen, die in ihnen vorkommenden, auf das System (d, e) 
bezüglichen Zahlen unter der Voraussetzung zu bestimmen, dass für die 
niederen Systeme bereits alle Zahlen bekannt sind. 
Aus jenen Formeln lassen sich zunächst die folgenden drei herleiten: 


(1) a = [3(n — 1)? — 7d — 12e]p — (7n — 12e — 18)b 
— 6(2n — 2d — 3e — 3)e — 247, — 12y — 182 


+ 4(2d) + 15(34) — 18(d20); 


(2 f= 2dp + (2n — 3e — 6)b — 3dc + 3y — 2(2d) — 6(3d) + 4(d26); 





ies x — > eu — 2eb + (in — 2d — 6e 3) € T 127) + 2y + 62 


+ 3 (ade) + 6(d2e). 
Die zweite ergiebt sich aus (15), (10) und (7); die erste dadurch, 
dass man den Werth von « aus (3) entnimmt, dann 0’ und c' mit Hilfe 
von (12) und (9) durch u, v, p, q ausdrückt, endlich die Gleichungen 


bo 
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(4), (14), (11), (10) und den bereits erhaltenen Werth von f| benutzt; 
die dritte findet man aus (5) in Verbindung mit (11) und (14). 

Bei ungleicher Definition der Doppelpuncte oder Spitzen darf man 
selbstverstindlich die Formeln (2), (3) nicht für die Theilzahlen in Anspruch 
nehmen, deren Unterscheidung dann erforderlich wird; z. B. wenn ein 
Doppelpunct in einer Geraden liegt, und es sich um das auf ihn bezüg- 
liche Theil-# handelt; oder wenn eine der Spitzen gegeben ist, und gesucht 
wird, wie oft eine der e—t freien Spitzen in einen Selbstberührungs- 
punct übergeht. Einen Ausdruck für solche Theilzahlen erhält man 
ebenfalls aus den zur Herleitung von (2), (3) dienenden Gleichungen, nur 
hat man die Bedeutung der in letzteren vorkommenden Zahlen auf die 
betreffenden irreductiblen Theil-Örter einzuschränken. 

Die Zahlen A> %, D, 7,, 75, welche überhaupt nur dann von Null 
verschieden sind, wenn d eine gewisse von » abhàngige Grenze übersteigt, 
können, bei dem Fortschreiten von niederen zu höheren Systemen, als 
bekannt angesehen werden. So z. B. bestehen die 7; Curven aus einer 
C, 
€ — 4 Spitzen, und aus der Tangente des Selbstberührungspunctes (kei 
pag. 16). Die Resteurve hat stets weniger als d + e singuläre Puncte. 

Sieht man von diesen als bekannt zu betrachtenden Zahlen ab, dann 
lassen sich alle übrigen ausdrücken durch die folgenden neun, zwischen 
welchen keine Relationen mehr bestehen: 


/ b, 6, y, 2, (2d), (ad), (ade), (dao). 


Dies folgt aus den Gleichungen (3)— (14) für y, a, B. TRS — 
D; 9, *, (de), (2e); ferner berechnet man uv, yq ae (A), (5); Ton 
(12), dann y, z, (2d’e’), (d'2&) aus ZA, UN rence m 

Von den genannten neun Zahlen kónnen 


mit einem Selbstberührungspunet, d — n + 5 Doppelpuneten und 


m P VM, (2d) 


als bekannt gelten. Es ist das durch 4 dividirte « des Systems (d — 1, e) 
oder auch das durch e dividirte p des Systems (d+ 1, e— 1); à ist das 
durch d — 1 dividirte a eines Systems (d — 1, €), von dessen Doppel- 
puncten einer in einer gegebenen Geraden liegt; c ist das durch d divi- 
dirte « eines Systems (d — 1, e) von dessen Spitzen eine in einer gegebenen 
Geraden liegt, oder das auf den bevorzugten Doppelpunct des vorerwähnten 
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Systems bezügliche 5. Ferner sind y, z Zahlen a je eines Systems (d — +, €), 
oder Theil- von (d + 1, e — 1), wenn nur in beiden Fallen eine Systems- 
bedingung aussagt, dass die Verbindungsgerade zweier singulàren Puncte 
durch einen gegebenen Punct gehe. Auch x darf als bekannt gelten, da 
es, wenn nicht als Zahl «a, so doch auf andere Art bestimmbar ist, wie 
am Schlusse dieses Paragraphen gezeigt werden soll; (24) endlich ist das 
r des einfacheren Systems (d — 2, e + 1). 
3. Dagegen ist nicht ohne Weiteres ersichtlich, dass auch 


(3d), (2de), (d2e) 


4 
auf Zahlen niederer Systeme zurückführbar sind. Die Curven, um welche 
es sich hier handelt, sind solche mit einem dreifachen Puncte, der mit 


A A” A 


bezeichnet werden soll, je nachdem seine Tangenten getrennt liegen, oder 
zwei derselben, oder alle drei zusammenfallen; und die fraglichen Zahlen 
sind, in leicht verständlicher Bezeichnung: 


A, d—3, e], [A?9,d—2,e— 1], [A?, d— 1, e— 2]. 
4 


Um den Nachweis ihrer Bestimmbarkeit zu führen, wird es nothwendig 
sein, einige Zahlenrelationen für solehe Systeme aufzustellen, deren all- 
gemeine Curve, ausser Doppelpuncten und Spitzen, entweder einen Punet 
A oder A besitzt. 

In beiden Fallen sei B die Ordnung des von den dreifachen Puncten 
gebildeten Ortes, während sich U, &, z auf die von A oder A^ aus 
gehenden, anderswo berührenden Tangenten, bzw. die Verbindungsgeraden 
mit einem Doppelpuncte oder einer Spitze beziehen. Im ersten Falle sei 
T der Grad des 'Tangentenortes von A; im zweiten ist zu unterscheiden 
zwischen 7,, und 7,, dem Orte der beiden zusammenfallenden und der 
dritten Tangente. — Bei Systemen dieser Art können wohl die Doppel. 
puncte und Spitzen sich zu dreien vereinigen, aber es kónnen nicht gleich- 
zeilig zwei derselben mit A oder A” zusammenfallen. 

Die einzige Ausartung (2f) von A ist ein dreifacher Punct mit zwei 
zusammenfallenden Tangenten. Durch Coincidenz eines Doppelpunctes 


mit A entsteht ein dreifacher Punct (24), von dessen Tangenten zwar nur 
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zwei zusammenfallen, der sich aber von (2¢) dadurch unterscheidet, dass 
die singuläre Tangente. fünfpunctig trifft; während zwei Äste einen Selbst- 
berührungspunct bilden, geht der dritte in beliebiger Richtung hindurch. 
Durch Vereinigung einer Spitze mit A entsteht ebenfalls ein dreifacher 
Punct (2/)? mit zwei zusammenfallenden Tangenten, und zwar bilden 
die beiden einander berührenden Äste eine Spitze zweiter Art. 

In dem System, dessen allgemeine Curve bereits einen Punet A” 
besitzt, kommen zwei Ausartungen dieses letzteren in Betracht, welche 
eine Erniedrigung der Classe um 1 herbeiführen. Derselbe kann nicht 
nur in einen Punct (3t) mit lauter zusammenfallenden Tangenten über- 


gehen, sondern auch in einen Punct (2t), und zwar vollzieht sich dieser 
Übergang in derselben Weise, wie der einer Spitze in einen Selbst- 
berührungspunct. Andere specielle dreifache Puncte entstehen durch Ver- 
einigung eines Doppelpunctes oder einer Spitze mit A^; jedoch ist es für 
den vorliegenden Zweck nicht nethwendig, auf diese einzugehen. 

Für Systeme der erstgenannten Art N unter anderen die folgenden 
Relationen, welche wie die a numerirten ZEUTHEN’schen bewiesen 


werden: 

(3%) 2(n — 1)p =p! + 6B + 2b + 36 
(42) wWB+ yp = 2T+U + (at); 

(10) Beats 

(132) (n — ln — 3)B + 24] = U + 26 + 3 


Aus ihnen folgt für das System 


(A, .d—2, e— 1) 
(2t) = qu + (qn — 2d — 3e — 11) B — 26 — 3c + 26 + 3%. 


Die rechte Seite dieser Gleichung enthält nur Bekanntes; denn y ist das 
(3d) des Systems (d + 1 1); B, b, c sind Theil-(34) je eines solchen 
Systems, von dessen singulären Puncten einer in einer gegebenen Geraden 
liegt, und Ähnliches gilt von £, 7. Daher ist 





(28) — [A9, q— 2, e — 1] 


Ct 
or 
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bekannt, und da in Folge der Zruruen’schen Gleichung (6) 
6.(3d) + 3(2de) = 6[A, d — 3, e] + 3[A9, d — 2, e— 1] 


durch Bekanntes ausdrückbar ist, so ist ebenfalls (34) bestimmbar. 

4. Hiernach ist auf der rechten Seite der f-Formel (2) die einzige 
Unbekannte (d2e), während /£ im Allgemeinen durch Anwendung der 
a-Formel auf das System (d — 2, e + 1) gefunden wird. Nur wenn d = 1 
ist, fehlt diese Möglichkeit. Daher bleibt noch zu zeigen, wie 


[A®, e— 2] 


aus Zahlen solcher Systeme, welche niedriger als (1, e) sind, berechnet 
werden kann. 
Die gesuchten Curven sind in dem System 


(A9, e— 2) 


enthalten, dessen allgemeine Curve ausser einem dreifachen Puncte mit 
2 Spitzen hat, und für 





zwei zusammenfallenden Tangenten nur noch e 
welches die Gleichungen gelten: 


(3») 2(n — 1)p = p + 7B + 36 

(5v) wB+ p = 3T, + 2T, + U + (20) + 3. (30); 
(101) Mb a2. FT 

(13%) (n — 4)[(n — 3)B + 25] = U + 375: 


Es könnte scheinen, als genügte es zur Bestimmung von (3/), 7, und 
T, zu kennen, und als brauchte man nur zu berechnen, wie oft die dritte 
Tangente mit der singulären coincidirt, ohne dass gleichzeitig eine Spitze 
in A® fällt; dabei aber veranlasst der Umstand Schwierigkeit, dass die 
Coincidenzen einer Spitze mit A” zweierlei Art sind, und nur zum Theil 
das Zusammenfallen aller drei Tangenten zur Folge haben. 
Um 7,,, T, zu bestimmen, gehe man aus von dem System 
(A,, e— 2) 

wo der Index p die Bedingung ausdrückt, dass eine Tangente 7, von A 
durch einen gegebenen Punct M gehen soll. Die Aufgabe besteht dann 
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darin, zu ermitteln, wie oft eine der weiteren Tangenten 7,, T, mit T,, 
und wie oft T,, T, unter sich zusammenfallen, ohne dass eleichzeitig 
eine Spitze sich mit A vereinigt. Werden zur Unterscheidung die Zahlen 
dieses Systems mit a, D,, c,, 7, bezeichnet, und giebt A, die Bedingung 
an, dass ein dreifacher Punct an gegebener Stelle liegen soll, dann ist 


ed): 3 ll a gros TECHN 


der Grad des von 7, T, beschriebenen Linienortes, und es ist daher 
leicht, die volle Zahl jener Tangentencoincidenzen auszudrücken. — Die 
Coincidenzen einer Spitze mit A vertheilen sich auf solche (21)? Curven, 
welche die singuläre Tangente durch M schicken, und auf (2t)°#, andere, 


bei welchen sich 7,, 7, vereinigen; also ist 


2(2t)? + (209, — (e — 2)B, + e, — 7, 


wo die erste Zahl doppelt gerechnet werden muss, weil die betreffenden 
Curven zwei Mal die Tangentenbedingung erfüllen. Nun findet man 
(2t)? direct aus dem System (A, e — 2) dessen Curven eine der Spitzen 
in der Geraden AM haben, als Coincidenzen dieser bevorzugten Spitze 
mit. A; mithin ist auch (2¢)°¢, bekannt, und man braucht nur die Re- 
ductionen 


Bete zm (at), 


p? 


an den erwähnten Tangentencoincidenzen anzubringen, um. Du. D 0 
finden. Die Formel (100) kann zur Bestätigung dienen; denn sowohl y, 
DB, als m, B,, c, 7, sind in einfacher Weise durch die Zahlen des 
Systems (A, e—— 2) ausdrückbar. Da nun p, D, c, x sämmtlich Zahlen 
(2de) je eines Systems (2, e — 1) sind, so bleiben in der Gleichung (s) 
nur noch (2/) und (3t) unbekannt; und der verlangte Beweis wird er- 


bracht sein, sobald es gelingt, (2¢) zu bestimmen. 
5. Diese Zahl kann andererseits aufgefasst werden als die der 
Coincidenzen des Doppelpunctes mit dem dreifachen Puncte in dem System 


(A, 1, e— 2). 


Dasselbe enthält zwar einen Doppelpunet mehr als die vorher zur An- 
wendung gekommenen; es lässt sich aber zeigen, dass mindestens dieje- 
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 nigen drei seiner Zahlen bestimmt werden kónnen, welche zur Berechnung 
von (2f) erforderlich sind. 
Gehen wir erstens von dem einfacheren Systeme 


(A, e — 2) 


aus, und legen aus einem festen Puncte M die Tangenten an die Curven 
desselben, verbinden ferner die Berührungspuncte X mit einem Puncte 
M, durch eine Gerade, welche noch in #— 1 Puncten Y trifft. Eine 
Coincidenz von Y mit X tritt nicht nur ein für jeden neuen Doppelpunct, 
sondern auch, wenn X ein von M verschiedener Punct der Geraden MM, 
ist, wenn der Punct A oder eine Spitze eine Tangente durch M schickt, 
ferner für jeden Übergang des Punctes A in einen Punct (2/), endlich 
für jeden aus einer Spitze entstandenen Selbstberührungspunet. Da nun 
der X-Ort von der Ordnung yp’ + y ist, und M zum p-fachen Punct hat, 
so hat der Y-Ort die Ordnung (n — ı)(w + p) + nn, und eben so oft 
coincidirt Y mit X.  Mithin ist 


a — (n — 2)u + (n + n' — 1)n — 2T — 3q — 3(2t) — 37, 


wo sich 7 und (2¢), wie früher, durch yp, B, c, » ausdrücken lassen, 
während aus 


(5. MERE) = EVE - 
cS (n — 2)c + (e — 2)u = 2q + (20); 
(143) |. (n — 3)[(n — 2)e + 2(e — 2)u] = v + 62 + 67; 


(20)? = (e—2)B+c—y 


die Darstellbarkeit von 4 und 7 durch p, B, c, n, z folgt. | 

Fügt man zweitens den Systemsbedingungen (A, e— 2) noch die 
hinzu, dass die Curven eine gegebene Gerade @ berühren sollen, dann 
wird die erste Characteristik des neuen Systems 





[4 = 2(n — 1)u — 6B — 3c, 
und wenn A,, bzw. E, die Bedingung ausdrückt, dass der betreffende 
singuläre Punct gegeben sein soll, so ist 


Acta mathematica. 7. Imprimé le 21 Février 1885. 8 


58 | H. Krey. 
(X) = np — 6[A,, e—2]—3[E,, A, e— a] 


die Zahl der in einem gegebenen Puncte X von G berührenden Curven. 
Es hat also der Y-Ort, der durch die » — 1 weiteren Schnittpuncte der 
Geraden MX erzeugt wird, die Ordnung 


(Y) — p, + (n — 1)(X), 


und schneidet in so viel Puneten die Gerade G. Dieses sind theils solche 
Stellen, in welchen die Berührungsbedingung dadurch erfüllt wird, dass 
X ein neuer Doppelpunct ist; theils diejenigen dreifachen Puncte und 
Spitzen, welche G zur Tangente haben; endlich die in G liegenden Puncte 
(20) und Selbstberührungspunete. Um daher 


[A, D,,e— 2]. 


zu erhalten, braucht man nur (Y) zu vermindern um Zahlen T, q, (2t), 
7, die sich auf die Systeme (A,, e— 2), (A, E,, e — 3) beziehen, also 
bekannt sind. Der Index g bezeichnet hier die Bedingung, dass der 
singuläre Punct in @ liegen soll. 

Denkt man drittens für jede Lage einer sich um den festen Punct 
M drehenden Geraden die endlich vielen Curven construirt, welche in ihr 
einen dreifachen Punct besitzen, sie anderswo in einem Puncte X berühren, 
und e— 2 Spitzen haben, so wird ein System erzeugt, dessen erste Cha- 
racteristik p, gleich dem U des Systems (A, e — 2), also bekannt ist. 
Den Grad (X) des X-Ortes findet man am leichtesten aus der Zahl 


2 (n — 4 [As e— 2] — 3[A,; e— 2]} — 3[A,, E, e — 3] 


der bei gegebener Lage der Geraden MA vorhandenen berührenden 
Curven, und aus der Vielfachheit in M, welche letztere durch eine 
Strahlencorrespondenz ermittelt wird. Man. definire wieder einen Ort der 
Ordnung 


(Y) — p, + (n — 1)(X) 


als den der &—- 1 weiteren Schnittpuncte einer Geraden M,X. Die 
Coincidenzen von Y mit X treten ein, wenn 1) X ein auf der beweglichen 
Geraden MA liegender neuer Doppelpunct ist; 2) die Gerade in die Lage 
MM, kommt; 3) die bewegliche Gerade Spitzentangente wird; 4) auf ihr 
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ein Selbstberührungspunct liegt; 5) X mit A zusammenfällt. Die Zahlen 
unter 3) und 4) sind Theil-g, resp. Theil- des Systems (A, e — 2) mit 
der Nebenbedingung, eine Spitze in der Geraden MA zu haben; die unter 
2) und 5) lassen sich ebenfalls durch Bekanntes ausdrücken; man findet 
daher auf diese Weise das & des Systems (A, 1, e — 1). — Ein analoges 
Verfahren kann übrigens zur Bestimmung der Zahl z des Systems (d, e) 
dienen. 

Ersetzt man noch in dem System, in Bezug auf welches die «-Formel 
hergeleitet wurde, die Bedingung A durch A,, dann giebt der Ausdruck 
a das B des Systems (A, 1, e — 2) an. Das Bekanntsein der drei Zahlen 
B, b, £ dieses letzteren genügt zur Bestimmung von (2t). 

Hiermit ist die Möglichkeit der Berechnung von (3/) aus der Formel 


(5») dargethan. 


$ 2. 


Beispiele. 


Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, dass man durch Anwendung 
der Gleichungen (1), (2) auf ein bekanntes System Zahlen eines nächst 
höheren Systems erhält. Die anfänglich gemachte Voraussetzung, nach 
welcher solche Systeme auszuschliessen sind, in welchen Curven mit Doppel- 
zweigen vorkommen, ist immer dann und nur dann erfüllt, wenn 


2 
: "n^ — mn + 
mindestens LM 


feste Puncte gegeben sind, durch welche die Curven gehen sollen (vgl. 
l e $ 34). Als nothwendige Bedingung hat man daher zunächst, wenn 
die singulàren Puncte simmtlich frei sind 


d+ 2e< 2n — 1, 


und allgemeiner, wenn von den d Doppelpuncten d, in gegebenen Geraden 
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liegen, und d, gegeben sind, ferner e,, e, für die etwa vorhandenen nicht 
frelen Spitzen entsprechende Bedeutung haben: 


d+2et+td+¢+4,+& < 2n — 1. 


Eine weitere Einschrankung ist erforderlich, wenn man auch solche 
Systeme ausschliessen will, welche zwar irreductibel sind, aber zerfallende 
Curven enthalten. Sobald nun d>n— 1 ist, enthält das System stets 
endlich viele Curven, die aus einer Geraden und einer C, , bestehen, für 
gt 2) auch solche, bei welchen sich zwei gerade Linien abtrennen 
(l.c. $ 6, 8). Diese besonderen Curven a,, «, gehören zu den a, welche 
einen neuen Doppelpunct besitzen, sind also von dem Ergebniss der 
Formel (1) in Abzug zu bringen, wenn es sich nur um die nicht zer- 
fallenden, der Aufgabe genügenden Curven handelt. Die Zahl dieser 
letzteren aber ist es, welche das » des nächst höheren Systems bestimmt; 
ohne die erwähnte Reduction würde sich das gefundene y auf ein zer- 
fallendes System beziehen, auf welches die ZzvrHEN'sehen Gleichungen 
nicht mehr sämmtlich anwendbar sind. 

Bei der Berechnung der nachfolgenden Beispiele ist auf diesen Um- 
stand keine Rücksicht genommen, weil bei gegebenen kleinen d, n un- 
bestimmt gross, d. h. 


d<n—I 


für alle zur Verwendung kommenden. Systeme vorausgesetzt wurde. Hier- 
aus, in Verbindung mit den obigen Bedingungen, ergiebt sich von selbst, 
wie weit die erhaltenen Resultate gültig sind. 

Statt der bisherigen Bezeichnung [d, e] soll jetzt, wenn d, e gegebene 
Zahlen sind, 


[d.D, e. E] 


gesetzt werden. Die Indices g, o bedeuten, dass der betreffende singuläre 
Punct in einer gegebenen Gerade, bzw. an gegebener Stelle liegt. Sind 
für mehrere singuläre Puncte Bedingungen g vorgeschrieben, und beziehen 
sch diese auf verschiedene Geraden, so sollen auch die Buchstaben g durch 
Indices unterschieden werden. — S bedeutet einen Selbstberührungspunct. 
Die Bedeutung der hinzuzudenkenden Bedingungen, so wie der Zeichen 
A, A9, A ist in r. und 3. des vorigen Paragraphen erklärt. Für 
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diejenigen Leser, welchen die »Almindelige Egenskaber» nicht bekannt 
sind, sei noch bemerkt, dass (de) eine Spitze zweiter Art ist, wie sie 
durch Zusammenfallen eines Doppelpunctes mit einer gewöhnlichen Spitze 
entsteht; (2e) dagegen einen aus der Vereinigung zweier Spitzen ent- 
standenen Selbstosculationspunct^ bedeutet. 

Die jeder Formel als Gültigkeitsbedingung hinzugefügte untere Grenze 
für » bezieht sich auf die Ausschliessung aller zerfallenden Curven der 
verlangten Beschaffenheit. Wollte man diese letzteren Lösungen mitzählen, 
so würden viele der folgenden Resultate auch für kleinere » richtig 
bleiben. Z. B. giebt der Ausdruck [3D] für n — 3, 4 noch die richtigen 
Zahlen 15, 675; im ersten Falle genügen nur zerfallende Curven der 
Aufgabe; im zweiten sind 620 eigentliche und 55 uneigentliche Lösungen 
‘ vorhanden. 


[D,D] = 3(n v 1)? — 73 ! (n> 3) 
[D,D] = 9n* — 27n* — n + 30; (n2 8) 

| - 
E20] = 3 (an* — 124? — ıon’ + 55n + 10); (n > 4) 
[D 2D] = > (n — 45n* — 8n? + 259n? — 129n — 250); (1 2d) 


[sra p — = (gn — 54n° — 54" + 67 5i? — 128w — 2224n + 318); «>» 





EL 3D] = 2 (on! — 63n* — 21n° + 867»! — 771w — 35330 
+ 3386n + 3288); (n5 
"D — we 1)(m — 2)(3n? — 3n — 11); (n>3) 


BD] = = (gn — 54? + 9n* + 423: — 458: — 829n + 1050); (m4) 
$ 


[4D] — à (n — 3)(gn' — 45n* — 135i? + 8orn* + 69157 
— 4671n* — 1386n + 7880); (n5 
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[Sp — VE ACA — 270n" — 4589? + 7830n' — 13920n* — 84714»? 


+ 214765n' + 393980 -— 1176127w — 631286n + 2046840). «> 





[D, D, ] = 9n* — 18n + 2; (n>3) 


(D, D,,P,, | = 9(n — 1)(3n* — 6n — 4); (n 24) 
[D, D, D, d Ain — 0L, DAT 7 LD. D I 0 


Um zu bestimmen, wie viele Curven h Doppelpuncte in einer und der- 
selben Geraden G besitzen, stelle man die etwas allgemeinere Forderung, 
dass die Curven durch a gegebene Puncte von G einfach gehen, an d, 
gegebenen Stellen von @ einen Doppelpunct, und ausserdem h Doppel- 
puncte auf G haben sollen. Es muss 


a+2d, +2h<n 


sein, damit überhaupt irreductible Curven der Aufgabe genügen können. 
Von den 


== it 





= 3d, — 2h 


weiteren gegebenen Puncten nehme man speciell 
A=n+ 1 —a— 2d, — 2h 


in G liegend an, so dass noch 





(n — ı)(n + 2) s d, 

2 
derselben frei bleiben. Diese letzteren und die 4, Puncte auf G be- 
stimmen eine C, ,, welche, in Verbindung mit G, allen Forderungen 
genügt, und zwar die Bedingung, h weitere Doppelpuncte auf G zu be- 


‘au —1-—d 


sitzen, ( i ) mal erfüllt. — Die nicht zerfallenden, der Aufgabe 
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genügenden Curven haben mindestens einen der / Doppelpuncte in den 
A Puncten, und müssen, wenn À Doppelpuncte in Puncten A liegen, durch 
die A4—A-+ a Punete einfach gehen. Man hat also für die gesuchte 
Zahl die Recursionsformel 


A=h 


fes ay m7) + 


\=1 


(ty hen, 


und findet so 


[2D,] = z (n — 2)(on — 25) (d 
[3D,] 353 (n IP 3) (on? XP 7 5n + 154) (n 5) 
i BT 


EE |= 2; [E,] = 8n — 12; [E] = 12(n — 1)(n — 2); >» 


CE, D] = 6(n — 3)(n + 1); [D, Ej] — I2n(n — 3); - "(29 
[D, E,] = 12(2n? — sw + 1); (n> 8) 
[D, E,] = 12(n — 3)(2n — 5); (0 »29 
[E,D] = 12(» — 3)(2n? — n — 5); (n > 2) 
[E,2D] = 6(6n° — 33n* — 16)? + 270n? — 101n — 444); (n4) 
| [E,3D] = 2(18n° — 135n° — gon? + 2385n* — 1789»? — 1 3028n° 

+ 10737n + 19812); —— (a5) 

[E,ED] = 12(24n° — 156n* — 1on° + 1422n? — 11071 — 2169); o» 
[D,E] = 12(n — 3)(3n? — 3n — 4); (n5 
[D,2E] = 18(12n° — 84n* + 435»? + 639n° — 806» — 480); (n> 4) 


[D, DE] = 36(n* — zn’ — an? + 28n — 8); (n> 4) 


[D, DE] = 12(0n° — s4n* + 8n* + 369n* — 326n — 324); (n> 4) 
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[E,E] = 12(2n° — 6n — 3); ed 
[E, E] = 24(4n* — 18n* + 5n + 33); (n 3) 
LE, E,] = 4(16n* — 48n + 15); [2E,] = (n — 3)(32n — 105); m>» 


[245] = 18(n — 3)(4n* — 12n° — 19n + 45); | (n2 2) 
[3E] = 4(72n* — 648»? + 486n* + 92349? — 18938n° 
— 27786n + 67500); (n> 3) 


Diese Formel giebt auch noch für n = 4 die richtige Zahl 400, obgleich 
dieses aus der Herleitung nicht ohne Weiteres hervorgeht. 


[DE] = 12(n — 3)(3n? — 6n? — ıın + 18); (n 28) 
[2D, E] = 18(n — 3)(3n? — 12n* — 30? + 1259? + 82n — 280); m>» 
[3D, E] = 6(ow — 81n' + on + 16565? — 2831n* — 109756? 

+ 248514 4 22414» — 55320); (n> 5) 
[D, 2E] = 18(12w* — 96n? + 47n* + 11885? — 20039? — 3330n 
| + 6570); m>4 
[2D, 2E] = 9(n — 4)(36n’ Be, 7599? + 5562n' + 47031? 
— 457990” — 8040n + 110403). (n>) 


NRA [S,] = 254 —48; | [S] = son? — 192n + 168; o»» 


[$,D,] = 3(25n’— 73n -- 20; [8S,D,] = 75»? — 457n + 696; w>m 
LS D] = 3(5n°— ron — 23); [D, S] = 2(25»? — 96n + 42); a>» 
[D,S] = 6(25n* — 121n° + 96n + 98); (n> 3) 
[S,D] = 3(25n° — 98n* — 47” + 316); | (n > 3) 
CE, S] = 2(200n? — 1068»? + 774n + 1575); (n> 3) 
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[S,E] = 6(son? — 246n? + 38n + 669); 

[SD] = 6(n — 3)(25n? — 71n? — 122n + 280); 

[SE] = 12(son* — 342n° + 3199? + 1695n — 2682); 

LS, 2D] = 3(75n* — 58855 + 244n* + 72630»? — 117105? 
| — 21162n + 40452); 
[D, E, S] = 12(150n° — 1326»? + 899u* + 18825n° — 370230? 

— 59346n + 138420). 


. (de), = RI. | (de), = 24(3n— 7); (de) = 60(n — 3)(an — 5). 


(2e), = 30; — (26), = 3o (7n — 19); 
(2e) = 18(35n? — 190n + 239). 


[A] = 6n —25 [Al= 15(n — 2) 
[A,D] = 3»? — 6n — 17; [D, A] = 5(3n? — 12n + 8); 
[A,E] = 12(n — 4)(n + 1); CE, A] = 6(5n* — 20n + 8); 
[A,D] = 18»? — 72n* — son + 276; 

[D,A] = 45n? — 225n? + 220n + 132; 

[A,E] = 72(n — 4) (n? — n — 4); 

DA] = Ji CA 55n? + 52n + 60); 

[AD] = 3(n — 2)(15n° — 6on* — 65n + 314); 

[AE] = 36(n — 4)(5n° — 15n? — 26n + 76); 
[A, 2D] = 3 (3n* — 12n* — 36n? + 107n + 158); 
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(n > 3) 


(n 2) 


(n > 4) 


(n > 4) 


(n > 3) 


(n > 3) 


(n > 8) 


(n> 4) 


(n > 4) 


(n > 4) 


(n > 4) 


(n > 8) 


(n » 4) 


(n > 4) 
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[AN PS Ren Dan 56n? + 649n? — 112n — 1695); 
[A,2D] — 2 (45n' — 36on + 120n* + 48699? — 8006n’ 
— 15006n + 30468); 
[ADE] = 36(159»* — 135n--F 87n* + 20359? — 4086n* — 6596n 
+ 16160); 
FAR Dies tan oe 155n°.+ 2514n? — 3560n — 1302); 
LS, AI = 3(125n° — 7400” + 65on + 1284); 
[A,S] = 6(5on? — 292n* + 147n at 786). 





[AP] = 4; [A®] = 28n— 66; - [A9] = 12(n — 2)(7n— 19); 
PAOD = ray c Gin? — 48n + 293); | 
[ASF = rer 150n° — 7n + 594); 
[AUI 12210 = JUN. sp 1092? + 814n — 1308); 


[A9 E] = 144(7n? — 54" + 64n* + 304n — 583). 


[Af] = 3; [Af]— 3(8»—215; [A9] 21(»— 3)4n —9) 
[AD] = on — 4)(28n* — 91n* — 177n + 567); 
[APH] = 36(28n* — 231n° + 326n? + 1281n — 2756). 


(n >> 4) 


(n » 4) 


(n> 4) 


(n > 4) 


(n> 4) 


(n > 4) 


(n > 3) 


(n> 4) 


(n> 4) 


(n > 4) 


(n>4) 


(n> 3) 


(n > 4) 


(n> 4) 
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5,4. 


Curven mit zwei Puncten gegebener Vielfachheit. 


1. Es sollen jetzt Systeme untersucht werden, deren allgemeine 
Curve nur zwei singuläre Puncte, aber von beliebiger Vielfachheit, be- 
sitzt. Ein r-facher Punet wird mit ; 


P: 
bezeichnet, während die Indices g, o die frühere Bedeutung haben. In 


ER 


1 


soll der Strich die Bedingung andeuten, dass die Verbindungsgerade von 
P, P, durch einen gegebenen Punct gehe. Die hinzuzudenkenden ele- 
mentaren Bedingungen beziehen sich wieder auf gegebene Puncte. 

Da in einem System von Curven, welche einen z,-fachen Punct X, 
und einen z-fachen Punct X besitzen sollen, keine vorkommen, bei welchen 
letzterer in einen (z+ 1)-fachen Punct überginge, so kann man auch 
nicht unmittelbar eine Beziehung zwischen den Zahlen 


[PP], [Psp] 


erhalten. Die Herstellung einer solchen gelingt aber durch Einführung 
von Zwischensystemen, in welchen auch die Tangenten des Punctes X ge- 
wissen Bedingungen unterworfen sind; und zwar soll die hinzutretende 
Forderung, in Zeichen 


(at), , 


die sein, dass -¢ Tangenten des r-fachen Punctes zusammenfallen und ausser- 
dem durch einen gegebenen Punct M gehen. Das so definirte System, 
für welches 


u = f(o) 


gesetzt werden möge, enthält f(o + 1) besondere Curven, deren Anzahl 
durch f(e) und die übrigen Zahlen des Systems ausdrückbar ist. Es soll 
im Folgenden immer 


t >t, und vorlàufip oe<r 
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vorausgesetzt, und mit (X,), (X) bezeichnet werden, wie viele Systems- 
curven ihren z,-fachen, bzw. z-fachen Punct in einer gegebenen Geraden 
haben. V bedeutet die Vielfachheit des X-Ortes in M, oder, was dasselbe 
ist, die Zahl derjenigen Systemscurven, welche ihren cz-fachen Punct in 
M haben. | 

Die Geraden, welche einen von M verschiedenen festen Punct Q mit 
den Puncten X verbinden, schneiden die betreffende Curve noch in je 
& — 7 Puncten Y, deren Ort die Ordnung 


pe (n — 7)(X) 


hat. Dieses ist zugleich die volle Zahl der Coincidenzen von Y mit X. 
Die letzteren entstehen, wenn QX eine von den c bevorzugten verschiedene 
Tangente von X ist; ferner dadurch, dass X in der Geraden MQ, aber 
nicht in M selbst liegt, und zwar zàhlt jede dieser Coincidenzen o-fach; 
endlich dadurch, dass die beiden, singulàren Puncte zusammenfallen, was 
im Ganzen C mal vorkommen móge. 

Die Zahl C setzt sich aus zwei anderen zusammen, zwischen welchen 
eine Unterscheidung erforderlich ist. Es kann ein Zusammenfallen von 


X mit X, in der Weise eintreten, als wäre die o-fache Systemsbedingung 
(ot), durch die (e — 1)-fache 


(ot) 


ersetzt, welche nur verlangt, dass e Tangenten von X zusammenfallen, 
dafür aber die andere hinzugefügt, dass die Gerade X, X durch den Punct 
M gehen soll. -Solche Coincidenzen, deren Zahl C’ sei, will ich regel- 
mässige nennen; jede derselben giebt Anlass zu einer (7, — r)-fach zählen- 
den Coincidenz von Y mit X. Für die nicht regelmässigen Coincidenzen 
von X, mit X aber gilt, wie nachgewiesen werden soll, der Coefficient 


QT 0. 


Dieses vorlàufig als richtig vorausgesetzt, erhàlt man für den Grad des 
von den t—o weiteren Tangenten des cfachen Punctes beschriebenen 
Linienortes 


() — nmt(n—:—29(X)- c. Y —(n — t4 20 + 0.0 
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so oft geht daher auch eine jener Tangenten durch den Punct M selbst. 
Da nun diese letztere specielle Bedingung z— s mal dadurch erfüllt 
wird, dass X in M liegt, und ebenso oft dadurch, dass eine regelmässige 
Coincidenz von X mit X, eintritt, so ergiebt sich die Gleichung 


(2) tar x fs) 
= 7-0 N) — (s — + DC + (29 — VV + 0), 
oder, wenn man noch 


€ = (X) + (X) — (XX) 
mit Hilfe des Correspondenzprincips ausdrückt, und nach s summirt: 


(3) f(a) — f(o) 


e—1 : 
= (pn 20(X) (+ 9E) — (XX)] + (60 — (V+ €). 
2. Für ein System, welches sich von dem bisher betrachteten nur 
dadurch unterscheidet, dass die Bedingung (ot) an die Stelle von (ot), 
tritt, sel | 


i = (o); 


während (X), (X,), C in Beziehung auf das neue System ihre frühere 
Bedeutung behalten. Da es f(x) Curven im System giebt, welche die 
singuläre Tangente des 7-fachen Punctes durch einen gegebenen Punct 
schicken, so findet man für den Grad des von den t—o weiteren Tan- 
genten gebildeten Linienortes: 


p (n — 2(X) — (zr, — 92€ — oflo). 


Bestimmt man daher mit Hülfe des Correspondenzprincips, wie oft eine 
dieser Tangenten mit der singulüren coincidirt, ohne dass X mit X, zu- 
sammenfallt, so ergiebt sich die Formel 


g(a + 1) — go) = (t — 20)f(0) + (n — 2c + (X) — (4 — 00, 
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oder 


(4) PAG) 
= ie — 20)f(e) don zu) (A) — 1e, = IR) (XX)]], 


von welcher zur Bestimmung von V und C' Gebrauch gemacht werden soll. 

3. Bei der Herleitung von (2) wurde zwar e « 7 vorausgesetzt; es 
ist aber leicht zu erkennen, dass jene Formel auch für o = rin gewissem 
Sinne noch richtig bleibt. Der Ausdruck (1) verliert dann seine frühere 
Bedeutung, er giebt vielmehr an, wie viele Curven des Systems den 
z-fachen Punct in einen (r + 1)-fachen übergehen lassen; diese Curven 
sind von der Lage des Punctes M ganz unabhängig, und alle Tangenten- | 
bedingungen fallen für dieselben weg. Die Gleichung (2) gilt also noch 
für o — 7, und (3) für e — c -F 1, sobald man nur unter f(z + 1) die- 
jenige Zahl versteht, in welche f(o) übergeht, wenn 7 durch -z + 1 ersetzt 
wird. — Die rechte Seite von (4) dagegen verschwindet sowohl für 
o=7T+1 als für e — o. 

Durch successive Anwendung der Formel (3) gelingt es, 


[PP] 


zu bestimmen. Vorher aber müssen andere Zahlen berechnet werden, 
welche sich auf die Bedingungen beziehen, dass mindestens einer der 
singulären Puncte nicht frei ist, sondern entweder gegeben ist, oder in 
einer gegebenen Geraden liegt. ‚Dabei wird sich zugleich die Richtigkeit 
-des zur Herleitung der Gleichung (2) benutzten Coefficienten 7, — 7+ © 
ergeben. Als bekannt werden vorausgesetzt die auf einen singulären 
Punct bezüglichen Zahlen 


I 


[P5] & « «(ci — OG + 3)09 — x), 


[P2] — 2 «(n + (0 — +0), 


und zur Vereinfachung der im Folgenden zu entwickelnden Ausdrücke 
sollen die links stehenden Zeichen als Abkürzungen beibehalten werden. 
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4. Sei zunächst 


fa) = [ Po, (ot), P5 ], 


wo der Doppelindex og ausdrücken soll, dass der gegebene Punct in der 
Geraden g liegt. Man hat dann 


qam (RFC — x, C' = V = 0. 
Die Zahl f(o), die für den Augenblick mit 
Fin, 7 


19 0 0) 


bezeichnet werden móge, lässt sich, ohne Anwendung des Correspondenz- 
prineips, direct durch die Annahme herleiten, dass n — 7, — c + 1 der 
gegebenen Puncte in g liegen. So findet man 


Beeren: chi) FIR —- 1,7. —1,rT—1,o), 
went a «c 
En, t,t D = tin —7 —T+1) + F(n—1, 4 — 1, v, 0), 


und hieraus 


(5) [Ps (et), P? ] 





Weiter folgt jetzt 
"ien fe al (Er 0), 


d. h. dasselbe, was die Gleichung (2) ergeben haben würde. Hiermit ist 
der fragliche Coefficient verificirt; man hätte umgekehrt aus (3), wenn 
o=7+ 1 gesetzt wird, zunächst die Differenz 


Fin, t,, t+ 1,0) — F(n, u, 7, 9); 
sodann 


Ein, 5; t 0) = [P25] = [P7] — gt 065 — +1), 


endlich den Ausdruck (5) herleiten kónnen. 
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Auch die Gleichung 


[o T Fen] = PEE 1)(3n — 37, — or 2) + o(n —7,—o+1) 


lässt, wie (5), und die später zu entwickelnde (7), eine doppelte Herleitung 
zu. — Aus (5), (5a) folgt mit Hilfe von (4) 


(6) [Pi (ot) Pi] = e(c + 1 — of [PUP] — ( — 2 3(0 — 1) 


(6) — [P$ P;(st)] = e(c + 1 — o) PS P;] + (n — r—%)(o— 9j 


- Liegen beide singulären Puncte in einer und derselben gegebenen Geraden, 
und ist keiner derselben fest, so hat man zu setzen: 


f(a) = (PP; (ot): 


;) sind die Ausdrücke (5), (5a) zu benutzen, während 
= C= = 0 Mat Dies giebt 


(7) Bite (te + 1)(3n — 37, — 27 + 2)[P;] 
— sere — 1)(r + z)[9gz (n — z,) — 3(c — 1)(n +7) a 27° — 47 + 3]. 
Liegen aber die singulären Puncte in verschiedenen Geraden, d. h. ist 


flo) = [Pa Ps(ot),], 
dann hat man in (2) zu setzen 
(X) = [Pe], € — (X) — - [Rs (SP s, Qn. AU Er 
und findet 
(8) [Pi P5) 
= [P; Te ae — 1G ater Sm 1G CETT Sr 


5. Wegen ihrer complicirten Gestalt sollen die aus (3) hervorgehen- 
den Ausdrücke /(e) mit den vier Argumenten n, 7, 4, c, obgleich sie 


Über Systeme von Planeurven. 73 


zur Herleitung der nachstehenden Resultate gebraucht werden, nicht voll- 
ständig angegeben werden, sondern nur ihre von & unabhängigen Anfangs- 
glieder f(o). Die Berechnung der letzteren geschieht immer in der 
Weise, dass zuerst in (3) die Summirung von e — 0 bis e — c ausgeführt, 
und sodann nach 7 summirt wird. 
Für : 
f(o) = LPSP'(at),] 


hat man auf der rechten Seite von (3) zu setzen: 


(X)=0, (A) = [P3(ot),] = [P3] + e(n —7— 20 2). 





C= V = o(r—o+ 1), (XX) = [Pa.P;(ot),]. 
So folgt die erste der beiden Gleichungen 
(9) [PSP] 


= [P] — Sele? — 1) + Do — 6(r— 1) + (r7 3c 9]. 
(98) 2574 PO 

ESL C en e+ alt se 15 (-- 3) (€ 9]. 
deren zweite in derselben Weise aus 


flo) = [Pia],  (X)=0,  (X)-[P] 7=o, 


C = o(t— e + 1), (AAG) = [Ro (ot), Ps] 
hervorgeht. Nach vollständiger Entwicklung von f(a) findet man 


g(o) = [Pi(ot) P] 


aus der Formel (4), auf deren rechter Seite (X,) = e(c —o+ 1)[P;], 


und fiir (XX,) der Ausdruck (6) zu setzen ist. 
Die bisher gewonnenen Resultate ermöglichen die Berechnung von 


f(a) = [P^ P*(at),], 
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da die folgenden, auf der rechten Seite von (3) zu benutzenden Zahlen 
bereits sàmmtlich bekannt sind: 


(X) = [Pj P;(ot),] + EPs(ot), P^], 

(X,) = [PpP;(ot),] + (Pot), P5], 

(C = [Ps P;(st)] + [Pa (ot) P7], 
(XX) = [Pi Pa), : V = [Pa,(ot) Pe. 


Insbesondere ergiebt sich 
——— I [4 
(10) PE ea Ae) USE ee Eee DER] 


+ Sele N) + lo + c) — 188 — 120 1) — +) 
+ 2?’ — 4c + 3)) (PR 


dui o e at AC à 


ra 1) (n? + 4nz, — 371) — (57° — 107 + 3)n — 3(7?— 2c + 3)r] 


^ 


I 
EH 369 Af. — r)(c! — 4)(se* — 207? + 307— 9). 


Der Annahme entsprechend, dass einer der beiden singulàren Puncte in 
einer Geraden liegt, der andere frei ist, hat man 


flo) = [Ps(o P], resp. = EP2P (00). 
Im ersten Falle ist 
(X) = [Pilot PU, ^ Y—o, 
C = [Pi(ot), Pi] —[(Pi(ot), P2], — € — [Py (ot) P5] + [P;(ot)], 
wo | 


[P;(st)] = = o(a + 1 —-2)[(2n — 32e + (c — 1)(t + 2)n — c + 47]; 





ET 


C1 
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im zweiten Falle behält C denselben Werth, dagegen ist 
D = Pa), Y-ec—cH NP, C= [PSP] + Y- 


Hiernach wird 
(11) [P;p*] = En — à + 1) P*] 
= Erle (3p — 6(e— a + (— 3)(e + MILE} 
— ue — y + 2) c— a)fort(n — 5) — 6(c— 1) ne, 
+ (c— 3) e 1)n + ah — 27 + 3)2] 


—— (7? — (e asc-— gc + 18). 


I 


(119) edel] 
E 7; (9 — cr ge Löser Da — (7 — 3) (e + )]EP8] 
— — (c? + c — 4)[oci(n — 7) — 6(c — ı)n + (c — 3)(T + ı)n 
cyst It] 


r— 2)(57* — ase + 18). 


Goal i 


+ 


Sind endlich beide singulären Puncte frei, ist also 
f(a) = [P^ P'(at),], 


dann hat man folgende Zahlen in (3) zu benutzen: 





(X) = [P^P;(at),], — (X) = [PPP*(ot)], — (XX) = (P*P'(at),], 


—[P;e)P"], — € — UPS P;(ot)] + [PHP (ot),] + (Pilot) P^], 
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und findet 


I DT 
ie =e al Pe 


= le) ae km let OT 


I 


i pur + r— 4)[9r?(m — c) — 6(c — r)nz + (c — 3)(r + 1)n 


do 3 er 33) Ale 


+ 5 (7 2r — 357° + 18) [P5] 


— zzg(r— 2)(c + 3)(e + c— 4)[ori(n — x)? — 6(r— 1) — v) 


T ipe 3)(7 + Un + 3 277 3) (2n SER 7)] 


I 


+ lt 2) (7 + 3)[(57* — 357° + 18)n + (sz* + 107” + 9or 





63,7%] 
I : A 
Hire 2MECES)Uor — 307—357 1219097" — OLS Zee 


Eine Controlle dieser Formel erhält man für » = z + 7— 1; in diesem 
Falle: bestehen die fraglichen Curven aus einer C, , mit einem (7, — 1)- 
fachen und einem (rz — 1)-fachen Puncte, und aus einer die beiden singu- 
laren Puncte verbindenden Geraden, welche o, 1 oder 2 der gegebenen 
Puncte enthalten kann.  Hiernach ist 


ECL sf 7a Wa ron. NE MA 





VP DCID I AUS rc ie 
e (rn d- 3)[P OP, Lou a En SCOPO TBI ipa= 


n-ttn—225 


wie man mit Hilfe von (10) und (7) bestätigt. 


-J 
- 
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Für das System 
du 


sind jetzt, dem Entwickelten zufolge, die Zahlen y, B, B,, & bekannt, 
deren Bezeichnung der in $ 1 für dreifache Puncte gewahlten analog ist. 
Weiter findet man z. B. 


2 (n — 17 =p + e(r— 1)B+ (n —ı)B; 
T= (n—)B+p—(,— (B+ B; — 8); 
d (n — t,)B, LE P5 











Man kónnte ferner einen Doppelpunct mit in das System aufnehmen, und 
von diesem allmälig zu einem dritten Puncte höherer Vielfachheit über- 
gehen; was hier nicht weiter verfolgt werden soll. 


B. Plancurven in nicht fester Ebene. 


$4 
Zahlen für punctallgemeine Curven. 


1. In Bezug auf punctallgemeine Plancurven im Raum bieten sich 
die folgenden fundamentalen Aufgaben: Bestimmung der Zahl solcher 
Curven, welche 1) ihre Ebene durch eine feste Axe schicken und 


rs = 3) + 1 gegebene gerade Linien treffen; 2) ihre Ebene durch einen 


. "nun vo ] 
gegebenen Punct schicken, und oo + 2 gerade Linien treffen; 
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3) Ze + 3 gerade Linien treffen. Diese Zahlen sollen mit F(n), 


Q(n), V'(n) bezeichnet, und es soll bewiesen werden, dass 


uy Sea) = sn + Dn + 2), 


(2) (n) = sen + 1)(» + 2)(2n* + 6n? + 7» — 3), 


SP Un) e V — 1)(n + 2) (zm? + 14n* + 499? + 91» + gon + 18) 
ist. 

Der ersten Aufgabe geniigen auch dann nur endlich viele Curven, 
wenn # + 1 der Geraden die Axe A schneidem Jede solche specielle 
Gerade bestimmt mit A cine Ebene, in welcher eine auch die übrigen 
Geraden treffende Curve liegt; die eine Gerade aber wird n mal getroffen, 
so dass auf diese Weise n(n + 1) Lösungen erhalten werden. Die ausser- 
dem existirenden, den Bedingungen genügenden Curven zerfallen noth- 
wendig in A und je eine C, ,, welche die 


n(n + 3) 


SI 2) 
2 s 7 


oar — (n +: POSEEN - ds 


die Axe nicht schneidenden Geraden trifft. Es ist also 


F(n) —n(n + 1) + F(n — 1), 


und hieraus folgt der Ausdruck (1). 

Eine leichte Verallgemeinerung erhält man durch Hinzufügung der 
Bedingung, dass die Curve durch 5 auf der Axe gegebene Puncte gehen 
soll, und dem entsprechend %k gerade Linien weniger gegeben sind. In 
diesem Falle genügt es, » + ı — A dieser letzteren die Axe schneiden 
zu lassen, und man findet 


(Ta) F(n, k) = n(n + 1 — k) + F(n — 1) = F(n) — kn. 


Dieser, Ausdruck gilt auch noch, wenn die & Puncte zum Theil oder alle 
einander unendlich nahe liegen. 
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2. Zu einer Differenzengleichung für ®(n) gelangt man zwar auf 
einfachem Wege durch die Annahme, dass » + 1 der gegebenen Geraden 
in einer Ebene liegen. Es soll aber eine andere Herleitung gezeigt wer- 
den, weil die sich ergebenden Nebenresultate für die Lósung der dritten 
Aufgabe zu benutzen sind. 

Der Kürze wegen möge eine in k consecutiven Puncten schneidende 
Tangente eine 7,, ihr Berührungspunet ein 7,-Punct genannt werden. 
Man beweist: | 


" En 
Erstens. In fester Ebene giebt es BUM Curven 2 Ordnung, welche 
1 n(n + 3) 
an gegebener Stelle einen 7,-Punet haben, und durch CETT er k+ı 
andere feste Puncte gehen. -— Denn soll z. B. der 7,-Punct in x = o, 


y — o liegen, so- hat man als allgemeinste Gleichungsform 


(v + Ay)A + B — 0, 


wo das Polynom A den (k — 2)** Grad in x, y erreicht, während in B 
nur Glieder von höherer als der (k — 1)*" Ordnung vorkommen. Durch 
Einsetzen der Coordinaten der gegebenen Puncte erhält man so viele 
Gleichungen, wie in A und B homogene Coefficienten enthalten sind, und 
die Elimination der letzteren giebt eine Gleichung für A, deren Grad 
gleich der Zahl der Coefficienten in A ist. 


Zweitens. Für die Schaar von Curven, welche durch ee —k+1 


< 


gegebene Puncte gehen, und in einer gegebenen Geraden @ einen 7,- 
Punct haben, ist der Grad des Linienortes der zugehörigen T, 


(T,) = 2n — 1 + = (k — 2)(2n -— k — 1). 
Verbindet man nämlich einen Punct der Ebene mit den Puncten & von 
G durch eine Gerade, und construirt die C,, welche durch die gegebenen 
Puncte geht, und € zum T, ,-Punct, jene Verbindungsgerade zur 7, ; 
hat, dann trifft letztere die jedesmalige Curve noch an » — k + 1 Stellen, 
welche einen Ort der Ordnung 


n — k 4-1 4 (T4) 


bilden. Diese Zahl muss mit (7,) übereinstimmen. 
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Drittens. Die Zahl der C, in fester Ebene, welche durch itin des be 3) —k +2 


gegebene Puncte gehen, und in einer Geraden G einen T, Punet haben, ist 
I 
(4) en, k) = RUE — 1)[4(6 — 1)n — (E — 2) (3k — 1). 


Für jeden Punct X von G .construire man die züu — 1)(k — 2) Curven, 


welche X zum 7, ,-Punct haben, und durch die gegebenen Puncte gehen. 


Die zugehörige 7, , bestimmt n — k + 1 Puncte Y auf jeder Curve, und 
wenn einer derselben mit X zusammenfällt, hat-man einen 7,-Punct. Um 
die Ordnung des Y-Ortes zu bestimmen, betrachte man auf einer zweiten 
Geraden G', die G in M treffen möge, eine Correspondenz zwischen Puncten 
Z der veränderlichen Curve, und Puncten Z' der zugehörigen T, ,. Jeder 
von M verschiedene Coincidenzpunct liefert einen in @’ liegenden Punet 
Y, daher ist die Ordnung des Y-Ortes: 


(Y) 5 pm &— 0 +a.) a, 


wo das dritte Glied angiebt, wie viele in M liegende unbrauchbare Coin- 
cidenzen in Abzug zu bringen sind. Weiter ist die Zahl der 7,-Puncte 


auf G 
p(n, k) - EEE MI gue 1) + (Y) — b+ 1) (03); 


und man findet hieraus zur Bestimmung von c(», k) die Gleichung 
g(n, E) — g(n, k — 1) = z(E— 1)[(3k — n — 36 — 1)(k— 2)]. 


aus welcher (4) hervorgeht. 

3. Schon der erste dieser Hülfssätze genügt zur Bestimmung von 
D(n). Anstatt direct auf die letztere auszugehen, kann man folgende 
Fassung: der Aufgabe zu Grunde legen: Die Zahl 4,(n) der Curven zu 


E. - n(n + 
bestimmen, welche durch einen gegebenen Punct Q gehen, und ei +1 


ooo nre RR 
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gegebene gerade Linien treffen.  4,(») hängt mit ®(n) zusammen durch 
die Gleichung 


(5) | Din) = O(n) + nF'(n), 


wie man sogleich erkennt, wenn eine der Geraden der ursprünglichen 
Aufgabe durch den gegebenen Punct gelegt wird. 
Allgemeiner bedeute nun 


Din, k) 


die Zahl der Plancurven, welche in dem festen Puncte Q eine Berührung 
(k — 1)* Ordnung mit einer gegebenen, durch Q gelesten Ebene E 
haben, und 


n(n + 3) : 
mek +2 


gerade Linien treffen; oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Ordnung 
der Fläche, welche, bei Weglassung einer Geraden-Bedingung, von den 
co! die übrigen Bedingungen erfüllenden Curven erzeugt wird. 


Der Schnitt der Ebene E mit der Fläche besteht aus den au N 





5 
Systemscurven, welche ganz in E liegen, und einer Restcurve, die 9, (n, k + 1) 
Zweige durch Q schickt. Da es nun F(n, k) Curven im System’ giebt 
o ? 5 D , 
welche die sineuläre Tangente, die sie in Q besitzen sollen, mit einer 
o ? ) in 
gegebenen, durch Q gehenden und in E liegenden Geraden A zusammen- 
fallen lassen, und jede dieser Curven die Gerade A in n — k von Q ver- 
2 U 


schiedenen Puncten trifft, so ist die Ordnung der Restcurve 


9, (n, k 5h I) d- (n — k) F(n, k); 


- 


mit Rücksicht auf (14) findet man also 


duis D + (n — k)[F(n) — kn] + (n, k + 1). 


() — 9,5 
Auch für k = n darf man diese Gleichung in Anspruch nehmen, hat aber 
dann zu untersuchen, was aus dem letzten Gliede der rechten Seite wird. 


Da eine C, mit einer 7,,, diese letztere ganz enthält, handelt es sich 
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jetzt nur um zerfallende Curven. Die Resteurve (n — 1)" Ordnung trifft 
entweder die 
um RN + "rr (n — dm + 2) Le 

gegebenen Geraden, und schickt ihre Ebene durch Q; oder sie trifft nur 
(n -— 1)(n + 2 

2 
E liegende, durch Q gehende Axe, welche durch die Bedingung, die noch 
nicht benutzte Gerade zu treffen, jedesmal vollkommen bestimmt ist. 

Als Ergünzung der Gleichungen (6) hat man daher die folgende: 





P 1 jener Geraden, und schickt ihre Ebene durch eine in 


dsl 
2 


O(n, n) = UR AUN. + ó(n — 1) + 


^ n — 1), 


^ 


mit deren Hülfe sich aus der Addition der Gleichungen (6) zunàchst 


w+n+2,, 
Tg v 4 


9 (n) = O(n — 1) + 


n — I) 


EY [En (n — BEFQ) — M}: 


und sodann, durch Ausrechnen der Summe, und mit Benutzung der 
Gleichungen (1) und (5) 


Din) — Din — 1) = e n(n + (2n? + 3n? + 3n — 2) 


ergiebt. Hiermit ist die Richtigkeit der Gleichung (2) bewiesen. 
4. Bevor zum Beweise der Gleichung (3) geschritten wird, soll noch 


die Zahl 
f(n, k) 


derjenigen Plancurven bestimmt werden, welche ihre Ebene durch eine 
gegebene Axe A schicken, mit dieser Axe an nicht gegebener Stelle eine 
Berührung. (k — 1)* Ordnung haben, und 


n(n + 3) 5 | 
TM kd? 
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gerade Linien treffen. Bezieht sich in 
f(n, k, h) 
das dritte Argument h auf die Bedingung, dass die Curve durch / ge- 
gebene Puncte von A gehe, während der 7,-Punct anderswo liegen soll, 
dann besteht auf A folgende Correspondenz: Zu einem gegebenen 7, ,- 
Punct gehören 
(n—k—h+1)Fin k+h— 1) 


weitere bewegliche Schnittpuncte; zu einem der letzteren gehören 
f(n, k — 1, h 4- 1) 
Euncte 7. .. Daher ist; für k> 2 
f(n, k, h) = fin, k—1, h+1)4+ (n —k— h 4- ı)[F(n)— n(k + h—1)], 
und insbesondere 
f(n, 2, hb) — 2(n — h — 1)[F(n) — (h + 1)n]. 
‚Hieraus findet man leicht 
7 fap, oy) fin, b) = k(n-:1 e k)[F(n) + n — kn]. 
5. Man verstehe unter | 
Un, k) 


die Ordnung der Fläche, welche erzeugt wird von den Plancurven, die 
eine T, in einer gegebenen Ebene E, den zugehörigen 7,-Punct auf einer 
in E liegenden Geraden @ haben, und 


Mot) qq 
(ausser G) gegebene gerade Linien treffen. Für # = 1 kommt man auf 
V(n) zurück. 
Zu einem anderen Ausdruck für ¥'(n, k) gelangt man am einfachsten 
durch Untersuchung des Schnittes der Flüche mit der Ebene E selbst. 
Die Gerade @ zählt in diesem Schnitt Æ.@,(n, k)-fach. Ganz in E 
' liegen e(n, k) Curven des Systems, deren Zahl aus (4) bekannt ist. 
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Ausserdem ist noch eine Restcurve vorhanden, von welcher wir nur die 
Schnittpuncte mit G zu kennen brauchen; es sind dieses erstens die 
V(n, k+ 1) Stellen von @, in, welchen eine Systemscurve eine Berührung 
höherer Ordnung mit E hat, zweitens die Ere ATUS k) Puncte, in welchen 
die f(n, k) Curven, deren singuläre Tangente G ist, diese Gerade noch 


treffen. Demnach hat man 
(8) Win, k) = kot 1, k) + non, à) + Vl(n, k + 1) + (n — K)f(n, k). 


Einen Ausdruck für @,(n, k) findet man aus (6): 
Din, k) = O(n) = Shan + 7n? + 10n* + 5n) 
+ = k(n? + 6n? + 8n) — kön; 


hiernach giebt die vorige Gleichung, mit Benutzung von (4) und (7) 


(9) Wn, k) — Un, k + 1) 
= PLC + 24n? + 77n* + 12659? + 83? + 38) 
— =k? (8n + 36n? + 64n? + 29n) + a (zn? + 18n° + 21n) — 2 n. 


Für k — «4 kommt inan auf den Ausdruck Y'(n, n + 1) der sich nur auf 
zerfallende Curven beziehen kann. Die Zahl der ausser G gegebenen 
Geraden, welche von den ¥(n, n + 1) Curven getroffen werden sollen, 
ist jetzt 


mom» pip = + 3, 
und den Forderungen wird genügt erstens durch die C, ,, welche diese 
m Linien treffen, während die ergänzenden Geraden in E liegen; zweitens 
durch die C, ,, welche m — 1 Linien treffen, und ihre Ebene durch den 
Punct schicken, welche die m Gerade auf E bestimmt; drittens durch 
die €, ,, welche m — 2 Linien treffen, und ihre Ebene durch die in E ‘ 
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liegende Gerade schicken, welche die beiden nicht benutzten Linien iit 
einander verbindet. So ergiebt sich 


Vin, n+ 1) = (n — 1) + mó(n — 1) + Lin Tee F(n — 1}, 
und dureh Summirung der Gleichungen (9) von k — 1 bis k = n: 


(n) — (n — 1) = 567 (n — 1)(2n° + 8n? + 23n° + 31” + 26). 


Durch nochmalige Summirung nach » findet man endlich die zu be- 
weisende Gleichung (3). 





$ 5. £ 


Übergang zu Curven mit Singularitäten. 


1. Bei Plancurven im Raum treten an die Stelle der ersten und 
zweiten Characteristik », w die Zahlen », o, welche angeben, wie viele 
Curven des Systems eine gegebene Gerade treffen, bzw. eine Ebene be- 
rühren. Ferner ist eine neue Zahl einzuführen, die eine ganz andere 
Bedeutung hat als das frühere y; es ist die Zahl derjenigen Curven des 
Systems, welche ihre Ebene durch einen gegebenen Punct schicken. 

Die Zeuruen’schen Gleichungen sind von Herrn ScHuBErT ' verall- 
gemeinert, und auf Systeme im Raum anwendbar gemacht. Aus ihrer - 
neuen Form findet man unter anderen die folgenden, vorzugsweise zur 
Anwendung kommenden Relationen: ; 


(1) a = [3(n — 1) — 7d — 12e]» 
— [2n(n — 1) — (7d + 12e)n + 6d + 12e]p — (7n — 12e — 18) 
— 6(2n — 2d — 3e — 3)e — 12y — 182 — 2475 
+ 4(2d) + 15(3d) — 18(d2e); 


' In Math. Annalen Bd. XIII pag. 445. Die an der linken Seite der Gleichung 
(15) anzubringende Reduction ist nicht 2d (2d — 1), sondern 2dy. 
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(2) f = 2dy — 2d(n — 1)p + 2(n — 3)b — 3de + 3y — 2(24d). . 
— 6(3d) + 4(d2e); 


(3) y= ie — (Sn — 3) eu — ze + (2 n — 2d —6e—3)¢ 


+ 2y + 62 + 127, + > (ade) + 6(d2e). 


n(n + 3) 
2 He 


Die erste oiebt für das System der Plancurven, welche 
8 y , 


gerade Linien treffen: 


(4) : a = 3(n — 1) (n) — 2n(n — 1)* (n), 


wo V(n), D(n) die im vorigen Paragraphen berechneten Ausdrücke sind. 
Andere auf Systeme punctallgemeiner Curven bezügliche Zahlen erhält 
man aus der Formel 


(34) p = 2(n — 1)» — n(n — 1) — 2b — 3c 
für b — c — o. Mit Benutzung von Herrn Scuvsert’s Bezeichnung ergiebt 
sich, nach symbolischer Multiplication mit 


E M 


pg hsz, h+k+i= + 3) 


wo = 2(n — 1). nn — 1)g *! yp. 


.Dureh wiederholte Anwendung dieser Gleichung lässt sich der Exponent 
von o auf o herabdrücken, und man findet, durch Unterscheidung der 
drei Falle A= 2,-1, 0: 


pi yp! = (2n — 2)'[F(n) — zn], 
puto! = (zn — 2)'[ O(n) — ZnF(n) + gl — n°], 
(5) h 


yd e zh 2)'[ Yn) ben. = Ind(n) + IC — ı)n’F(n) 


2 C — 1)( — 2)n*]. 


24 


Y 
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Dies ist jedoch nur für / < 2» — 1 richtig, weil anderenfalls die Gleichung 
(3«) ihre Gültigkeit verliert. 

2. Um eine kurze Ausdrucksweise zu ermóglichen, will ich die ele- 
mentaren Bedingungen, welche sich auf das Getroffenwerden gegebener 
gerader Linien beziehen, in der Bezeichnung weglassen. Die Bedingung 
für das Vorhandensein eines Doppelpunctes soll bezeichnet werden mit 


D, 24 D. D,, 


je nachdem der Doppelpunct frei ist, oder in gegebener Ebene, in gegebener 
Geraden, oder an gegebener Stelle liegt; für Spitzen haben E, E., u. s. w. 
die entsprechende Bedeutung. 


Bil Bes 


sg ? ep 


sind die Bedingungen, dass eine Ebene berührt werden soll, bzw. dass 
der Berührungspunct in einer Geraden, oder an gegebener Stelle der 
Ebene liegt. Endlich bedeuten die symbolischen Factoren 


2 3 
Pı LP» fs 
wie bei Herrn SCHUBERT, dass die Ebene der Curve durch einen gegebenen 


Punct, bzw. eine gegebene Axe gehen soll, oder fest ist. 
Hiernach lässt sich z. B. die Gleichung (4) schreiben: 


[D] = 3(n — 1)?¥'(n) — 2n(n — ı)’®(n), 


und die symbolische Multiplication mit » hat hier, wie immer, zur Folge, 
dass V(n), O(n) bzw. in (n), F(n) übergehen. 

3. Es sollen jetzt einige Formeln entwickelt werden, welche dazu 
dienen, die Zahl 6 eines gegebenen Systems zu bestimmen, und zwar zu- 
nächst für den einfachsten Fall d — 1, e — o. Dabei werden die folgenden 
Ausdrücke benutzt: 


(6) [B] = Un) — O(n) — n(n — 2) F(n), 
(7) [B.,] = O(n) — (zn — 1) F(n) + n(n — 1), 


welche als Ergänzungen der Gleichung (34) für b — c =o anzusehen sind, 
und, wie diese, durch Anwendung des Correspondenzprincips auf Puncte- 
paare der Ebene ¢ bewiesen werden. 
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In dem System (B,) sind endlich viele Curven enthalten, für welche 
der Berührungspunct X in einen Doppelpunct übergeht. Verbindet man 
daher eine feste Gerade L mit den Puncten X durch eine Ebene, welche 
die Curven noch in je » — 1 Puncten Y schneidet, so ist [D.] in der Zahl 


(n — 1)(X) + (Y) — In — 1) [pB,] + (» — 1)(X) 


9 . 


der Coincidenzen von Y mit X enthalten. Da nun 


(Y)—(n— 900) + [BJ], | CO = [By]; 


und da ferner eine Coincidenz auch dann eintritt, wenn die Curve ihre 
Ebene durch den Schnittpunct von L mit & schickt, findet man 


(8) [D. ] e tB2] o (n TE 1)[B.,] — n[aB.], f 


oder mit Benutzung von (3a) und (6): 


= 


[D,] = (n — 1)[3 V (n) — (3n + 1)0(n) + 2nF(n)]. 


Eine Bestätigung erhält man wie folgt. Aus der letzten der Gleichungen 
(s) ergiebt sich für = 2, wie viele Curven zwei Ebenen ¢,, ¢,, berühren. 
Lässt man nun &,, e, in eine Ebene ¢ zusammenfallen, dann theilen sich 
die fraglichen Curven in folgende vier Gruppen: Solche, die & in einem 
Puncte der Schnittgeraden von &,, ¢, berühren; die eine in € liegende 
Doppeltangente oder Wendetangente haben; endlich solche, die in & einen 
Doppelpunet haben; in Zeichen: 


(n — 1) [4 (n) — 4n9(n) + n*F(n)] = [B4] + 2[T.] + 3EW.] + ED]. 


Nun braucht man, um 2[T.], [W.] zu erhalten, nur zu untersuchen, wie 
oft zwei der » — 2 weiteren Schnittpuncte der Curven (B.) zusammen- 
fallen, und wie oft einer derselben mit dem Berührüngspuncte zusammen- 


fallt; durch Ausführung dieser leichten Rechnung findet man den obigen 


Ausdruck für [D.] wieder. — 

Die Curven [D,], [D,] sind bzw. in den Systemen (B.,), (B,,) ent- 
halten, und auf dieselbe Art wie die Gleichungen (8) werden die folgenden 
bewiesen: 


bé À tue m 
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(9) [D,] = [B4] + (n — ı)[B,] Ex n[pB,] +n \ 
= W(n)— 20(n) — (3n? — 6n + 1) F(n) + 2n(n — 1y', 


(10) [Po] = [By] — n[nB,,] + :1 
= P(n) — (3n — 1) F(n) + zn’ — 2n + 1. 


Die Verallgemeinerung der Gleichungen (6), (7) ergiebt sich einfach da- 
durch, dass man von einem Systeme (d, e), statt von punctallgemeinen 
Curven ausgeht: 


(11) — [B,,d,e] = (d, e] — Lu; d, e] — n(n — 2)[p?; d, e] 
— 2[D,, d — 1, e| — 3[#,, d, e— 1] 


(12) [B,, d, e] = [p; d, e] — (2n — 1)[p^; d, e] + n(n — 1)[p'; d, e] 
— 2[D,, d — 1, e| — 3[E,, d, e — 1]. 


Legt man ferner das System (B., d, e) anstatt des zur Gleichung (8) 
führenden (B.) zu Grunde, so erhàlt man, mit Berücksichtigung der wegen 
der singulären Puncte anzubringenden Reductionen: 


(13) [D., d, e] = [B., d, e] + (n — 1)[B.,, d,'e] —n[pB., d, e] 
ve 29. — pj er pUnK 37: — 39: T 36: - 


Hier beziehen sich die mit dem Index & versehenen f, p, 0 auf den in ¢ 
liegenden Doppelpunet des Systems (D., d — 1, e), dagegen die 7, q, € 
auf die bevorzugte Spitze des Systems (E., d, e — 1). 

In ähnlicher Weise lassen sich auch die Gleichungen (9), (10) ver- 
allgemeinern, und liefern so, in Verbindung init (r1) und (12) die Mittel, 
Zahlen b von Systemen (d + 1, e) durch Zahlen von Systemen (4, e) 
auszudrücken. 
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Beispiele. Curven mit einem Puncte höherer Vielfachheit. 


1. Um die a-Formel auf das System (D) anwenden zu können, 
braucht. man nur die Zahlen 


y= 191, p= [nD], 5— [93 


desselben zu kennen, welche bereits im Vorigen berechnet sind. Man 
findet 


[2D] = (n — 1)(n — 2) | (3n’— 3n — 11) E (n) — 2nd(n) | 
+ n(2n* — 2n? — sn — 6) F(n)|. 


Für das System (D,) dagegen ist 


jas PAF p= [aD], Re ess [ D, ], 
- also 


[D.D] = (on* — 27n* — n + 30) (n) 
— (15n* — 42n* — 6n? + 33n + 22) O(n) 
+ (6n* — 1on* — 6n? — 6on? + 116n — 24) F(n) : 


— 2n(n — 1)(2n* + 3n? — 30n + 24). (n>3) 


Dasselbe ergiebt sich aus (13) für d — 1, e— o. 
Durch Anwendung der P-Formel auf die Systeme 


(Pi), (Do), (2), (0) 


erhält man 
[E,] = 20(n) — 4(2n — 1) F(n) + 4(3n’— 3n + 1); (n 2) 
[E,] = 2¥(n) — 8®(n) — 12(n* — 3n + 1) F(n) 

| + 8(2n? — 6n* + 4n — 1); e 
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[E.] = (8n — 12) (n) — 4(3n? — 3n — 2)0(n) + 8(3n? — 5n + ı)F(n) 
+ 4n(n — 1)'(n — 4); (n> 2) 
[E] = 4(n — 1)(n — 2)[3 (n) — an D(n) + n(n + 1)F(n)]. 
Die ;-Formel, auf die Systeme (E,), (E) angewandt, giebt 
[S.] = (25n — 48) (n) — (5on* — 64n — 56)0(u) 
+ (1920? — 438n + 152) F(n) + 5on* — 384n’ 
+ 774n* — 488n + 96; (n> 3) 
[5] = (son? — 192n + 168) (n) — (100n* — 384n* + 336n)®(n) 
+ (10n* — 22m! + 54n* — 294n* + 376n — 72) F(n) 
— 2n(n — 1)(32n? — 114n + 84). (n> 3) 


Aus (13) ergiebt sich für d= 1, e — o, wenn angenommen wird, dass 
der Doppelpunct des Systems (1, o) in einer Ebene e, liege: 


' [D, D, ] = (gn? — 18n + 2) (n) — (18n° — 30n° + 6n — 20)®(n) 
+ (on* + 16n? — 101n + 38) F(n) — 12n* — 36n° 
+ 1522? — 104n + 24. (n> 3) 
Durch Zusammenfallen der beiden Ebenen ¢,, e, geht diese Zahl über in 


[D., D,.] = 2[2D.] + [8.]; 


es lässt sich daher auch [2D,] berechnen. 
Für das System (2D) kennt man jetzt die Zahlen 


pis [2D], pem le, 2D], aE D], (2d) = [8], . 


und aus der a-Formel folgt 
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[3D] 
= (on — 54v? + 9n' + 4239? — 458w' — 829n + 1050)| > fn) — non) | 


(185? — 108n' + 39n° + 727? — 975w* + 13:9? — 1908? 


+ 3364n — 720) F(n) 


I 
p 


2 


— 3 "n — 1)(2n* — ron? — n° + 4on* — r1»? + 3389? — 1212n + 840). 


Insbesondere erhält man für » = 3 die von Herrn Scuuserr berechnete 
Zahl 7280 der ebenen Dreiseite, welche 9 gerade Linien treffen. — 

Diese wenigen Beispiele werden genügen, zu zeigen, wie man allmälig 
zu Systemen mit grösserer Singularitätenzahl fortschreiten kann. 

2. Es soll schliesslich noch die Aufgabe behandelt werden, die Zahl 
der Plancurven mit einem r-fachen Puncte zu bestimmen, welche ausser- 
dem nur noch elementare Geradenbedingungen zu erfüllen haben. 

Man füge die Bedingungen hinzu, dass o verschiedene Tangenten des 
r-fachen Punctes X je eine von e gegebenen Geraden L,, ..., L, treffen, 
und bezeichne das » dieses Systems mit f(z, e), wo das zweite Argument, 
wenn es Null ist, weggelassen werden soll. Der X-Ort hat im Allge- 
meinen Puncte mit jeder der festen Geraden gemeinschaftlich; es soll 
g(t, e — 1) angeben, wie viele Curven den -fachen Punct z. B. in JL, 
haben; jede dieser Stellen ist (c — e + 1)-facher Punct des X-Ortes, denn 
die betreffende Curve erfüllt 7— (vc — 1) mal die auf L, bezügliche 
Systemsbedingung. 

Die Ebene, welche eine (c + 1)" Gerade L,,, mit den Puncten X 
verbindet, schneidet noch in je »— r Puncten Y, deren Ort von der 


Ordnung 
» + (n — z)(X) 


ist. Daher ergiebt sich fiir die Zahl der Coincidenzen von Y mit X 


» + (n — (X) — m — 2)[pf(z, e)]; 


wo wieder der Factor y symbolische Bedeutung hat, nämlich das Hin- 
zutreten einer Ebenenbedingung zu den Systemsbedingungen anzeigt. 
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Diese Coincidenuzen werden zum Theil dadurch veranlasst, dass eine 
Tangente von X sowohl L,,, als eine der o Geraden, z. B. L, trifft; 
und die Frage, wie oft dieses eintritt, kommt auf die beiden anderen 
zurück, wie oft eine Tangente von X in einer gegebenen, durch L, ge- 
legten Ebene liegt, und wie oft sie durch einen gegebenen Punct von 


L, geht. Ersteres findet, nach dem oben Bemerkten, 


( X) aie (c— e 4- 1)¢(t, e — 1) 


mal Statt. Ferner erfüllen die [pf(z, o)] Curven, welche ihre Ebene 
dureh einen gegebenen Punet Q von L, schicken, die auf L, bezügliche 
Systemsbedingung entweder dadurch, dass eine Tangente von X durch Q 
geht, oder, und zwar z— 5 + 1 mal, dadurch, dass die Ebene der Curve 
die Gerade L, ganz enthält. Mithin ist die zweite der gesuchten Zahlen 


uf &)) — («— s + ı)lafe, o — 1)). 


Um daher f(z, o + 1) zu erhalten, hat man von der obigen Zahl der 
Coincidenzen von Y mit X 


e(X) + [fle o)]} — o(e— a + ges o — 0 + rft o — 1)] 
abzuziehen, und findet, für e < c 


f(t, o+ 1) — f(z, e) = (n—c— (X) — (n-— 74 e)uf(z, 0] 
+ o(t—o + 1)p(r, e— 1) + [ef e — 1) 


für s — c aber ist das erste Glied der linken Seite durch f(r + 1) zu 
ersetzen. 

Die etwa noch unbekannten Zahlen auf der rechten Seite lassen sich 
in derselben Weise reduciren wie f(z, 9); und da die hinzutretenden Be- 
dingungen theils die Lage des r-fachen Punctes, theils die Ebene, in 
welcher die Curve liegen soll, einer weiteren Beschrankung unterwerfen, 
so führt die hinreichend oft wiederholte Anwendung jener Gleichung auf 
Bekanntes. | 

Man erkennt so die Möglichkeit, die gestellte Aufgabe, auch z. D. 
für den Fall eines freien +-fachen Punktes, zu lösen, Ich habe jedoch die 
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erforderliche Rechnung nur für den Fall durchgeführt, dass der 7-fache 
Punct in einer gegebenen Geraden liegt, also g(r, e — 1) — o ist, und 


so gefunden: 


LA 


721EP;] — E55] 
= c(4n* + 489? + 142n* + 20259? + 76n? + 8n) 
+ 7’(4n® + 6on + 124w* + 1186? — 2219 — 8on — 44) 

+ r’(12n? — 48n* — 338n° — 258n" + 23n — 26) 
— r'(30n' + 155n® — 225n? — 1250 — 26) — c' (8$? — 228n° + 67n — 10) 

+ c'(42n? — 105n + 14) — cz'(24» — 16) + 4c. 
Durch Summirung nach 7 ergiebt sich ein Ausdruck für [P;], wenn 
[P;] = Y(n) bekannt ist. Aber die Herleitung der Gleichung setzt (n) 
nieht als bekannt voraus; und da andererseits [P7] als Zahl der Gruppen 
von n in einer Ebene liegenden, in einem Puncte von g sich schneidenden 


Strahlen, welche + 3 weitere gerade Linien treffen, leicht direct zu er- 
mitteln, nàmlich gleich 


af + 4 (3 + ^st H ? [en ye ms ) at ate — 1)(n + 2)(n + 3) 


3 2 2 


ist, so giebt die Summirung von = 1 his = » — 1 eine Bestätigung 
des in $ 4 auf anderem Wege hergeleiteten Ausdrucks für ¥(n). 
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DEDUCTION ARITHMETIQUE 


D'UNE RELATION DUE A JACOBI. 


Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite 
PAR 


R. LIPSCHITZ 


à BONN. 


mn. is. Il y à quelque temps que vous m'avez fait savoir, comme vous 
jugiez désirable, que la relation de JAcoBI 


1 /dd,(w, q) 
4, (0, q)8,(0, q)9,(0, q) = :( dw c M 


T 


e 


füt établie arithmétiquement. Ces derniers jours jai réussi à en trouver 
une démonstration, que vous me permettez de vous communiquer. 
Je suis parti de l'observation, que, si lon représente les fonctions 


4, (o0, q), 9,(o, q), 9,(0, 7) à l'aide du produit infini Il: — q") = G(q), comme 
dans la lettre que j'ai eu le plaisir de vous adresser le 20 Décembre 
1883, et qui a été imprimée dans les Acta mathematica, T. 4, p. 
195—196, de sorte que l'on ait 


Gg 1 G(— q) 
4. (o, q) — GR 4, (0, q) = 2q* Gq?) ; 8. (o, q) = "aim , 








le produit des trois fonctions prend la forme 


29° G*(4)8*(4*) G*— 9) 
G*(q*) ? 
qui, par l'équation 
G(q)G(4*) G(— q) = 6*0) 


Actd mathematica, 7. Imprimé le 26 Mars 1885. 


96 R. Lipschitz. 


, . 107 ND : . . 
se change dans. l'expression 29:G°(q?). Or léquation en question est 
transformée dans celle-ci : 


29° G'(q5 IE : (= NIE 


T div 


qui coincide avec la formule (5) de l'article 66 des Fundamenta, et qui 
a été ramenée à des considérations purement arithmétiques par JACOBI 
dans le travail: Elementarer Beweis einer merkwürdigen analytischen Formel 
nebst einigen aus ihr folgenden Zahlensätzen, Journal de CRELLE, T. 21, 
p. 13. Cela étant, j'ai essayé de démontrer léquation dont il s'agit, en 
suivant une route semblable à celle de JAcost. 

. En désignant par «a et c tous les nombres depuis — © à + co, par 
b et f tous les nombres impairs positifs, on a 


8,0, q) = 2(— 1d"; 
b? 


8,(0, q) = La, 


8. (0, q) WR 2-d s 


1 /dd(w, q) = 4 
CE) le At 

Dans l'équation, qui est à établir, je prends les coefficients différentiels 
des deux côtés par rapport à la variable logg, ce. qui donne la relation 


pu Y f ye I 
E u D n4 BE 7) 2 q* 
vL opa ZH ( 

perg "EET "hs d m -175 ? 





Zi 1) q" 
ou bien, en se débarrassant des dénominateurs, 
f? 


Exo ls + - + ¢ —f\(— Up perte. — 0. 


Evidemment il suffit d'établir cette relation pour en conclure l'équa- 


tion proposée. 
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Comme les lettres a et c signitient la même chose et les lettres b 
et f pareillement, il est permis de changer @ avec c, et b avec f. Il y 
a done quatre expressions de la méme série qui, ajoutées ensemble, 
donnent le résultat 


ET 2 EX um 
YYXYXX(eceaf-Üuotayecaxofa 


fi > rl 
+ III I ++ + 


b—1 f—1 


(— 1)? b—(— EN | 


[i om 
XXXX | i | b—1 b Eu GUI mi ; 
x [( ) - * 


D'ailleurs en remplaçant 2(a7 + c?) par (« + &)* + (« — c)? le double 
de la série devient égal à la somme de la série 











b—1 


! Fr 
(a To — Fear Dim da ar d] | | 


2222) cuente 


xl 1" + (c0)Jjc01)*»4(o9'fhm * * 


et de celle qui sen déduit en substituant — c au lieu de e. Mais ces deux 
séries se trouvant égales il suffit de démontrer que la premiere s'évanouit. 

-Or l'exposant de q est égal à la quatriéme partie de la somme de 
quatre carrés 


(2a)! + b? + (20)! + f^, 


dont deux sont pairs, et deux impairs. Elle représente donc tous les 
nombres de l'une des deux formes 8n + 2 et 8» + 6. Pour la premiere 
on a & J- cz o (mod 2), pour la seconde a+ ez 1 (mod 2). Dans le 
deuxiéme cas il suit (— 1)" + (— 1) zo (mod 2), partant dans notre 
série quadruple tous les termes, ou « + c- 1 (mod 2), sont nuls. Reste 


done le double de la série 
b—1 f—1 


(—1)? b—(— 1)? fF | 


(a + ce)? — ae — 
EE 
| TOME C53" rg 
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étendue à tous les nombres a et c, qui remplissent la condition 
a+c=o (mod 2). Mais on peut déduire de chaque combinaison de 
nombres a, b, c, f une combinaison a’, b', c', f' telle, que, partant de la 
premiére on arrive à la seconde, et que l'on a en méme temps, en posant 


Beal gu po al 


(—1)? —,(—1)* =¢, —1)? =f, (—1)? =@, Jes deux équa- 


+ Cay + ey— (E20) ] m + or) — o 
af 


: PUS: ; ay b— 
Il suit des définitions données, que les quantités « + c et — sont 


est impaire. On peut done toujours déterminer 


: e ud } 
paires, la quantité i: 


e = +1 de sorte que la condition 


ate+e (E) =1 (mod 4) 


soit satisfaite. Maintenant faisons » 





a—c=a—C¢, x: = a See) +c. 
Alors viennent les équations 
2g x C= =- au 
20 = — (a — c) d ccs 


Bb + 7) 
2 


fu = a+e+e( 


Of’ = — (a + c) + (RIT, 
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ou 
24 =0, 2c — 0, Hi zs s, d'f =1 (mod 4), 
puis: 
2 b? a Fr e E yt 12 i 
a die agb ed. pitt Bj 
et: 
MES EU : 
Lee o? — (2-2) | (a + or) 
2 ho ven 2- 
= — | (v Te — (== - IB + af. 
Il s'agit donc de démontrer la relation 
= 
Mais nous avons 2a’ — 2@ == — (a + €) + pu. 
b — of 
2a — 24 2: — (a 4- c) +: (E) (mod 4) 
Bb + of 
ı= (¢+et+e (ELA) (mod 4), 
partant 
2a’ — 20 £z: — 1 + e=—1+e (mod 4), 
ou bien 
a — 4 me da: (mod 2), 


ce qui donne la relation cherchée. Il est done fondé, que dans la série 


\ 2 


22220 | ( ed E) | in + EU. 


ou a + eo (mod 2), tous les termes pris deux à deux se détruisent, et 
que pour les cas où l'on a les équations a = a’, c — c' les termes cor- 
respondants de la série deviennent égaux à zéro. La série s'évanouit 
done toujours, ce qu'il fallait démontrer. 

Pour les combinaisons de nombres «a, b, c, f, ou c differe de zéro, il 
n'est pas sans intérêt de considérer la combinaison a’, 0^, c", f", x; = - 1, 


» 
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qui correspond à la combinaison a, db, —c, f. Alors nos équations 
donnent 
3" b" PN 0" "11 3b + Ô und + Ó" tt 
2 2 2 
^ 
N i " yt Bb Br > ae "n E 
ate=a’'—e, sc "x or i. Ce 


En éliminant les nombres a, b, c, f, on trouve 


a'—c-— ici PT À a E» pe 4 2 
Era "7 UE RODNCIEC 87 ——————À = 2 E DEM 


2 > 


a’ + e == ie + ( us MEC IÜNLA SE — a” eet em 
ce qui fait voir, qu'à la combinaison a’, b’, — c', f' correspond la com- 
binaison a", 0", — c", f". On a done ces trois couples de combinaisons 


(a, b, C, f) et (q^, Ü, C r3 
(a, b, A : €, f ) et (a”, p eS, gs 
(ab P). eb (ay D^, e", PS. 


Pour celles, ou a differe de zéro, on. peut faire de la maniere semblable; 
mais dans les cas où @ — o et e — o les trois couples de combinaisons 
rentrent dans un seul. 





Bonn, 2 Février 1885. 
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AUR THEURTE DER ELTMINATION 


VON 


E. NETTO 


in BERLIN. 


Herr J. Mork hat in seiner schönen Abhandlung: Sur une notion qui 
comprend celle de la divisibilité etc. (Acta mathematica, Bd. 6), durch 
welche er sich das Verdienst erworben hat, einen Teil der fundamen- 
talen KnoxECKEN schen Untersuchungen in ausgeführter Darstellung zu 
geben, eines Satzes Erwähnung getan, den ich ihm gelegentlich mitteilte. 
Er findet sich Cap. IV, $ 1, Nr. 6 seiner Arbeit; die Anführung meines 
Namens daselbst giebt mir Veranlassung, das Theorem hier mitzuteilen. 
In geometrischer Ausdrucksweise lautet dasselbe: Geht eine algebraische 
Curve F(x, y) = o durch sämtliche Schnittpunkte zweier anderer algebraischen 
Curven f(x, y) = 0, f(x, y) = 0, dann ist eine Potenz der Function F(x, y) 
als lineare homogene Function von f(x, y) und f(x, y) darstellbar, d. h. es 
wird 

B(x, y) = f(v, y)-g(@, y) +A NN y), 


wo die g, g, wie f, f,, E ganze Functionen von x, y bedeuten. 
In der bequemen Kroxszcker’schen Schreibweise heisst dies: 


d d en 228 ' 
F(x, y)'z0; ‘mod (f(x, y), FG, y) 
Wir setzen, ohne der Allgemeinheit zu schaden, voraus, dass f, f, keinen 
gemeinsamen Teiler haben. 
Nehmen wir zuerst die lineare Substitution 


Ë = ax + fy, y = jt + Oy 
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mit unbestimmten Coefficienten vor, und führen dadurch f, f, in ¢(€, x), 
¢,(€, 7) über, dann kann man es durch passende Wahl von a, fg, 3,8 
bewirken, dass die beiden Eliminationsresultanten fir ¢=0, g =o 
nämlich R(E) = o, R,(y7) = o nur für die vielfachen Schnittpunkte von 
£, €, vielfache Wurzeln besitzen und zwar genau in der Multiplicitàt 
der entsprechenden Schnittpunkte. Sind also $6 3 LT SIE 7 
sämtliche von einander verschiedene Wertsysteme, welche gleichzeitig 
£($, y) = 0, e(6, y) =0 befriedigen, dann wird 


fi, (€) E (€ E: ie (€ a E) DNUS (£ — &)^ 
R,(n) 


und y, giebt die Multiplieität von &,, 7, an. 


(1) 


| 
m 
UN 
UN 
XR 
S 
= 
ur 
Ds 
JS 

| 

I 
S 


Führen wir ferner eine neue Variable w durch die Substitution 


LJ 


4 = e£ + Ty 


mit willkürlichem, unbestimmten e und mit t= 1 an die Stelle von 7 
ein, und setzen dementsprechend w, = o£, + 7H, So mögen ¢(E, 7), ¢,(E, 7) 
weiter in @(E, u), @,(€, w) übergehen. Die Resultante dieser beiden Aus- 
drücke liefert dann bei der Elimination von £ eine Function, welclie 
durch Specialisirung in die beiden Formen (1) gebracht werden kann, und 
die folelich die Form hat 


(2) R(u) = öfg, u).h(E, u) + @,(€, u).h(E, u) 
= u — u,y^(u — u,y*... (u — uy". 
Hebt man den Factor (u — u,)"« hervor, so kann man setzen 
(w — w,J^S,(u) = R(w)z0;. [mod (©, ©.) 
und daher, wenn man auf die Variablen $, 7 zurückocht, 
3) [e(£—&)4- 04) M[e(6—6) + (71) =0; [mod (e, g,)! 
(B= 1, guisa e amet diene); 


Da o willkürlich ist, müssen in der Entwickeluiig von (3) die Coefficienten 
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der einzelnen Potenzen von o einzeln congruent Null mod (¢, ¢,) sein. 
Die höchste Potenz liefert unmittelbar 


(4) E—EJeP.=o; P,=WE—4), 


wobei also P, für alle &, &, ..., & mit Ausnahme von £, verschwindet. 
Vergleicht man ferner die Coefficienten der nächst hohen Potenz 


von o auf beiden Seiten der Congruenz (3) so folgt 





Pa (€ er, A (7 pu a) P. c (£ ESA EJ" PA Hs 7 — JE Fe, = O, 


8 


und daraus dureh Multiplication mit II (£ — é,) und unter Berücksichti- 


gung von (4a) 


(4») (£06) (n — 7). P,2:0; P= I (E pe 


Sucht man weiter den Coefficienten von 7’ auf, so findet sich 





Ya Maroc m Loa 2 YU — ZUR 
u de Nw M re 0 E A QN ET 


7 ( BT 7 — 28 : N — Hy er 
m (E =, E «| ran i f (EE) À > Par; LT | E, = 


und daraus durch Multiplication mit II(£ — £)* und unter Berücksichti- 


gung von (4a) und (4:) 


(4) EE om) R'=o;  E-IG—6&r 


In genau derselben Art findet man allgemein 


\ 


(4) 
Po = [I(é — £ys*, 


wobei also P? für £ = £, nicht verschwindet. 
Nachdem dieser Hülfssatz bewiesen ist, nehmen wir eine Curve 
® =o, welche dureh die sämtlichen Sehnittpunkte von ¢ = 0, e, = 0 
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echt, oder eine Function @(€, z), die für alle Systeme &, 7,5 £j 925 +3 & Me 
verschwindet, welche ¢(&, 7) = o, ¢,(€, 7) =o gleichzeitig befriedigen. 
Dann ist 


(5) OE, 5) — (£— €) VE, 9) + — NE 7), 


und dureh Erhebung in die 5," Potenz und Multiplication mit Pe findet 


man 
(6) D(E, nye. Pa = 0; [mod (eg, ¢,)]. 
Es bezeichne nun y den höchsten der Exponenten py, fo, ..., /4, dann 


kann natürlich in (6) p, durch y ersetzt werden; multiplicirt man ferner 
mit einer noch unbestimmten Grösse #, und summirt über «= 1, 2, ..., k, 
so ergiebt sich 


(7) DE, 2)" (uP, 4-u,P, +... + 4,P,| = 9; ‚mod (e, ¢;) |. 


In dieser Congruenz kann die Klammer, welche ausser von den unbestimm- 
ten Grössen nur von & abhängt, für keinen Wert dieser Variablen ver- 
schwinden. Folglich lassen sich die w als Functionen von € so wählen, 
dass der Wert der Klammer gleich einer Constanten, z. D. gleich Eins 
wird. Es entsteht also das zu beweisende Resultat 


$(& 9-0; [med(g, 9,)] 


mit dem Zusatze, dass die Potenz, welche ausreicht, um die geforderte Dar- 
stellung zu ermöglichen, gleich der höchsten bei den Schnittpunkten auftre- 
tenden Multiplicität sein wird. 


Berlin, März 1885. 
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ACTA MATHEMATICA 7. 


1 ÜBER VERSCHIEDENE 
THEOREME AUS DER THEORIE DER PUNCTMENGEN 
IN EINEM 


n-FACH AUSGEDEHNTEN STETIGEN RAUME Gy. 


ZWEITE MITTHEILUNG ' 
VON 


GEORG CANTOR 


in HALLE. 


Indem ich die weitere Darstellung meiner Untersuchungen über Punct- 
mengen beginne, will ich zunächst in $ 1 kurz diejenigen hierher gehörigen 
Sätze anführen, welche theils schon in einer Abhandlung sich vorfinden, 
die ich im XXIII* Bande der Mathematischen Annalen, p. 453 ver- 
offentlicht habe, theils auch in Aufsätzen der Herren Brnpixson und 
PHRAGMÉN (Acta mathematica, T. 2, p. 415 und T. 5, p. 47) von 
anderen Gesichtspuncten aus behandelt worden sind. Dabei möchte ich 
mich auf eine einfache Erklàrung und Formulirung der in Betracht kom- 
menden Theoreme und auf eine Andeutung ihrer Beweise beschränken; 
denn die ausführliche Entwickelung kann in der erwähnten Annalen- 
arbeit gefunden werden. 


$ 1. 


Es ist eine sehr haufig in der Punctmengenlehre auftretende Erschei- 
nung, dass Eigenschaften von Punctmengen in Betracht kommen, die den 
folgenden beiden Dedingungen genügen: 


' Fortsetzung des Aufsatzes in Acta mathematica, T. 2, p. 409. 
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Erstens: wenn P irgend eine mit der betreffenden Eigenschaft behaftete 
Punctmenge innerhalb eines Gebietes H von G, bedeutet, wo H ganz im 
Endlichen liegt, und man zerlegt H mit gehóriger Vertheilung der Be- 
grenzungsstücke in eine endliche Anzahl von Theilgebieten H,, H,, ..., H,, 


in welche resp. die Theilmengen P,, P,, ..., P, von P fallen, so hat 
immer mindestens eine. von diesen Theilmengen ebenfalls die betreffende 
Eigenschaft. 


Zweitens: ist P irgend eine mit der betreffenden Eigenschaft begabte 
Punctmenge, so hat immer auch P+ Q dieselbe Eigenschaft, was auch 
() sei. 

Ich will nun unter Y irgend eine Punctmengenbeschaffenheit verstehen, 
welche diesen beiden Bedingungen genügt; dann gilt der folgende all- 
gemeine Satz: 

Theorem I. »Jst H irgend eim ganz im Endlichen liegender continuir- 
licher Theil von G, und P eine in H enthaltene Punctmenge mit der Eigen- 
schaft Y, so giebt es wenigstens einen Punct g von H in solcher Lage, dass, 


wenn Ko) die n-dimensionale Vollkugel mit dem Mittelpunct g und dem, 


Radius jp ist, derjenige Bestandtheil von P, welcher in das. Gebiet K(p) 
fällt, stets die Eigenschäft Y hat, der Radius o der Vollkugel mag so klein 
genommen werden, wie man wolle.» 

Unter einer abgeschlossenen Punctmenge (ensemble fermé) verstehe 
ich eine solche P, bei welcher die Bedingung erfüllt ist: 


(1) D(P, PO) po, 


Dagegen nenne ich eine Punctmenge P insichdicht (ensemble condense en 
soi) wenn bei ihr die Gleichung erfüllt ist: 


(2) — SP ESP, 


Ist eine Punctmenge so beschaffen, dass sie keinen insichdichten Bestand- 
theil hat, so nenne ich sie eine separirte Punctmenge. 

Zur Erläuterung dieser Definitionen führe ich an, dass jede perfecte 
Punctmenge sowohl abgeschlossen, wie auch insichdicht ist, dass die Ableitung 
einer insichdichten Punctmenge stets perfect ist und dass die isolirten Punct- 
mengen eine besondere Art von separirten Mengen bilden; auch sind alle 
abgeschlossenen. Punctmengen erster Machtigkeit (wegen Theorem A) eben- 


fe. 
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sowohl, wie alle Mengen der Form P — D(P, P”).separirte Mengen; 
letztere Behauptung kann leicht mit Hülfe des gleich folgenden Theorems 
III bewiesen werden. lm weiteren Verlauf dieser Arbeit wird sich der 
Satz ergeben, dass alle separirten Mengen höchstens von der ersten Mäch- 
tigkeit sind. | 

Theorem II. »Jst eine in G,, vorkommende Punctmenge P so beschaffen, 
dass, wenn H ein ganz im Endlichen befindlicher Theil von G, ist, alsdann 
immer der in H enthaltene  Bestandtheil von P endlich ist oder die erste 
' Mächtigkeit besitzt, so ist P selbst entweder endlich oder von der ersten 
Mächtigkeit.» 

Theorem III. »Es sei Q irgend eine abgeschlossene Punctmenge und 
R eine Punctmenge von solcher Beschaffenheit, dass erstens R keinen Punct 
mit Q gemein hat, wie auch zweitens, dass, wenn H irgend ein stetiger Be- 
standtheil von G, ist, in den kein einziger Punct von Q füllt, alsdann der 
zum Gebiete H gehörige Bestandtheil von R endlich ist oder die erste Mäch- 
‘tigkeit hat, so ist auch R selbst höchstens von der ersten Mächtigkeit.» 

Zum Beweise des letzteren Theorems bediene ich mich eines n-fach 
ausgedehnten, aus einem oder mehreren getrennten stetigen T'heilen be- 
stehenden Raumtheils, den ich mit: 


Il(p, Q) 
bezeichne, weil er sowohl von einer beliebigen positiven Grósse p, wie 
auch von der abgeschlossenen Menge Q abhängt; er geht dadurch aus 
der Menge Q hervor, dass man sämmtliche n-dimensionalen Vollkugeln 
vom Radius p zusammennimmt, deren Centra zu Q gehörige Puncte sind. 
Wegen der in Bezug auf R gemachten. Voraussetzungen fällt in den 


Raumtheil: 
G, xx Il (p, Q), 


wie klein auch p sei, stets ein Bestandtheil von À, der höchstens die erste 
Mächtigkeit hat und andererseits kann p immer so klein gewählt werden, 
dass dieser Raumtheil G, — //(p, Q) einen beliebig vorher ins Auge 
gefassten Punct r von R enthält, da sonst dieser Punet auch der «b- 
geschlossenen Menge Q angehören würde. Daraus schliesst man leicht, 
indem man p unendlich klein werden lässt, dass R selbst höchstens die 
erste Mächtigkeit besitzt. 

Theorem D. »Ist P eine innerhalb G, gelegene Punctmenge von solcher 
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Beschaffenheit, dass ihre erste Ableitung .P'? eine höhere Mächtigkeit hat, als 
die erste, so giebt es immer Puncte, welche allen Ableitungen P® zugleich 
angehóren, wo a irgend eine Zahl der ersten oder zweiten Zahlenclasse ist 
und der Inbegriff aller dieser Puncte, der nichts Anderes ist als PX, ist 
stets eine perfecte Menge.» | 

Theorem E. »/s/ P von derselben Beschaffenheit wie in Theorem D 
und ist S — P die perfecte Menge, deren Existenz in Theorem D aus- 
gesprochen ist, so ist die Differenz: 


R= P°—Ss 


stets höchstens von der ersten Mächtigkeit und es lässt sich daher die erste 
Ableitung P einer solchen Punctmenge P in zwei Bestandtheile R und S 


zerlegen, derart dass: 
PO=R+<S 


wo R höchstens von der ersten Mächtigkeit und S eine perfecte Menge ist.» 

Theorem F. »Ist P von derselben Beschaffenheit wie in den Theoremen 
D und E, so giebt es stets eine kleinste der ersten oder zweiten Zahlenclasse 
zugehörige Zahl a, so dass: 


Pa — pot» — pet» 


wo À eine ganz beliebige endliche oder transfimite Zahl ist und es ist also 
bereits die a Ableitung von P gleich der perfecten Menge S, d. h. man hat: 


Pn IR aS Eo 


Theorem G. »Ist R die-in Theorem E vorkommende Menge, a die 
im Theorem F so bezeichnete Zahl, so ist immer: 


SUL o 
und umsomehr: 


D(R, R9) =o. 


Dieses letzte Theorem G rührt von Herrn Benpixson her. Die Be- 
weise dieser Sätze D, E, F, G beruhen sowohl auf den Theoremen I und 
UI, wie auch auf den früher gebrachten Theoremen A, B, C; die Aus- 
führung hiervon findet sich in den Mathematischen Annalen,Bd. XXIII. 

Die Ableitung P^? und daher auch alle höheren Ableitungen irgend 
. emer Punctmenge P sind stets abgeschlossene Mengen und es lässt sich 
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leicht auch das Ümgekehrte beweisen, dass jede abgeschlossene Menge als 
die erste (oder auch höhere) Ableitung von anderen Mengen dargestellt 
werden kann (Mathematische Annalen, Bd. XXIII, p. 470); daher 
sind wir im Stande auf Grund unserer Theoreme Folgendes über die ab- 
geschlossenen Mengen zu behaupten: 

Theorem H. »/st P irgend eine abgeschlossene Punctmenge, so besteht 
dieselbe immer aus zwei wesentlich verschiedenen, getrennten. Bestandtheilen R 
und S (von welchen einer auch Null sein kann), so dass: | 


(3) if PX Rens, 


wo .R eine separirte Menge und höchstens von der ersten Müächtigkeit, 
während S, falls sie nicht gleich Null, eine perfecte Menge und daher (Acta 
mathematica, T. 4, p. 381)! von der Mächtigkeit des Linearcontinuums ist. 
Falls die abgeschlossene Menge P endlich oder von der ersten Mächtigkeit ist, 
verschwindet der Theil S und man hat alsdann von einem gewissen kleinsten 
a der ersten oder zweiten. Zahlenclasse an (welches kleinste à stets von der 
ersten Art ist); 
EUER 


Ist aber die abgeschlossene Menge P von höherer als der ersten Mächtigkeit, 
so ist S immer eine von Null verschiedene perfecte Menge und man hat von 
einem gewissen kleinsten a der ersten oder zweiten Zahlenclasse an: 


Peas queso SS 
und somit auch: 
P = 8. 
Die separirte Menge-R hat dabei die Eigenschaft, dass: 
9 (By RO) = DB, R^) =.0. 


Alle abgeschlossenen unendlichen Punctmengen sind entweder von der ersten 
Mächtigkeit oder von der Mächtigkeit des Linearcontinuums (Mathema- 
tische Annalen, Bd. XXIII, p. 488).» 

Ich will nun im Folgenden zeigen, wie sich alle diese Sätze auf 
beliebige, also auch auf nicht abgeschlossene Punctmengen verallgemeinern 
lassen. 


' Man vergleiche auch: I. BENDIXSON, Sur la puissance des ensembles parfaits de points 
(Bihang till Svenska Vetenskapsakademiens handlingar Bd. 9, N° 6, 1884). 
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Ist eine insichdichte Punctmenge P so beschaffen, dass der in hin- 
reichend nahe Umgebung (d. h. Vollkugel mit dem betreffenden Punct 
als Centrum) jedes ihrer Puncte -fallende Bestandtheil derselben stets, d. h. 
für alle ihre Puncte eine und dieselbe Mächtigkeit hat, so wollen wir eine 
solche insichdichte Menge eine homogene Punctmenge nennen und wenn 
jene Mächtigkeit die a‘ ist, so möge P eine homogene Punctmenge a" Ord- 
nung heissen. Es ist leicht zu zeigen, dass eine homogene Menge a Ord- 
nung immer selbst von der a^" Mächtigkeit ist. 

So ist z. B. die Menge aller rationalen Zahlen eine homogene Menge 
erster Ordnung, die Menge aller irrationalen Zahlen aber eine homogene 
Menge von der Mächtigkeit des Limearcontinuums. 

Sei nun. P eine ganz beliebige Punctmenge innerhalb G,. Sie wird 
aus zweierlei Puneten bestehen; die ersteren liegen so, dass in hinreichend 
naher Umgebung von ihnen keine anderen Puncte von P fallen, es sind 
dies sogenannte isolirte Puncte von P; die anderen Puncte von P sind 
gleichzeitig Grenzpuncte von P, gehören also auch als Puncte zu PO. 

Den Inbegriff der ersteren wollen wir mit Pa bezeichnen und die 
 Adhárenz von P nennen; der Inbegriff der letzteren werde mit Pe be- 
zeichnet und heisse die Cohárenz von P. 

Wir haben alsdann: 


(4) Pe = D(P, P) 
5) | P — Pa + Pe. 


Pa und Pc sind also bestimmte Theile von P. 

Pa ist immer eine isolirie Menge oder Null; Pe braucht weder das 
eine noch das andere zu sein, auch ist klar, dass jeder insichdichte Be- 
standtheil von P zugleich Bestandtheil von Pc ist und dass Pc dann und nur 
dann gleich P (daher Pa = o und umgekehrt) ist, wenn P eine insichdichte 
Menge ist. . 

Auf Pe kónnen wir dieselbe Zerlegung anwenden und haben, wenn 
Pec mit Pc? bezeichnet wird: 


Pe = Pea + Pc’; P= Pa + Pea + Pe’, 
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Wird die y-malige wiederholte Anwendung der Operation c auf P mit 
Pc' bezeichnet, so hat man auch: 


f= Pa +. Pea + Pc'a +... + Pea + Pe’. 


Pc’ heisse die v" Cohärenz von P. 

Es lässt sich nun aber auch auf Grund vollständiger Induction der 
Begriff der 7“ Cohärenz von P definiren, wo ; eine beliebige transfinite 
Zahl ist. | 

Bedeutet 7 eine transfinite Zahl der ersten Art, so definirt man: 


(6) | N rot 
Ist aber 7 eine transfinite Zahl der zweiten Art, so sei: 


(7) Eos US uso) 


wo 7 alle Zahlen zu durchlaufen hat, die kleiner sind als 7. Zum Ver- 
stándniss der letzten Gleichung (7) beachte man, dass stets Pe’ ganz in 
Pc" enthalten ist, wenn 7’ < 7 ist. ^". 

Nach diesen Festsetzungen besteht für alle Zahlenpaare 7 und 2 die 
Gleichung: 


(8) Cheyer = porta 


und, was auch y für eine finite oder transfinite Zahl sei, wie leicht zu 
beweisen, das folgende Theorem: 
(9) | PER Pato Por 

redire 
Hier haben die verschiedenen Bestandtheile der rechten Seite Pe’a und 
Pc unter einander keinen Zusammenhang, d. h. keine gemeinschaftlichen 
Puncte; jedes Glied Pc a stellt als Adhärenz von Pc eine isolirte Menge 


dar, die Summe 2 Pea selbst ist offenbar immer eine separirte Menge; 
7 4011; 1 MK 7 
weil jeder insichdichte Bestandtheil von P auch Bestandtheil von Pc ist, 


" mithin jene Summe keinen insichdichten Bestandtheil haben kann. 

Es soll nun bewiesen werden, »das wenn P eine separirte Menge ist, 
alsdann eine der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehórige kleinste Zahl a 
existir, so dass: Pc* =o und daher auch Pc“ = o, dass aber wenn P 
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nicht eine separirte Menge ist, alsdann eine ebensolche Zahl a in der ersten 
oder zweiten Zahlenclasse vorhanden ist, so dass Pc’, und daher auch Pc 
eine insichdichte Menge ist.» 
Den Beweis des zuletzt behaupteten Satzes führen wir wie folgt. 
1°. Betrachten wir zuerst den Fall, dass P von der ersten Mächtigkeit 
ist und wenden den in (9) ausgesprochenen Satz für 7 = 2 an, wo 2 die 
kleinste Zahl der dritten Zahlenclasse ist, so haben wir: 
P= ZPc'a + Pe“. 
7'=0)1, 21,014.28 
Wären nun auf der rechten Seite alle Glieder Pe“a von Null verschieden, 
so hätte diese Seite unsrer Gleichung zum Mindesten die zweite Mächtigkeit, 
das gleiche würde also auch von der linken Seite, d. h. von 2 gelten, 
gegen unsere Voraussetzung, dass P die erste Mächtigkeit besitzt. Es 
muss also Zahlen ;' und unter ihnen eine kleinste a geben (denn es ist 
eine Eigenthümlichkeit der ganzen Zahlen, dass jeder Inbegriff von solchen, 
möge er aus endlichen oder transfiniten Zahlen bestehen, ein Minimum 
besitzt), so dass: à 
Leg == 0, 
Nun ist aber: 
Pe = Peta + Pet, 
daher: | 
Ie ox Bor e LE), 
Ist hier Pe“ von Null verschieden, so folgt aus der letzten Gleichung, 
dass Pc* und daher auch Pc*** eine insichdichte Menge ist. Ist P eine 
separirte Menge, so kann nicht Pc“ eine insichdichte Menge sein und ist 
folglich Null; ist aber P keine separirte Menge, so kann Pe“ nicht Null 
sein und ist folglich insichdicht. 
2°. Gehen wir nun zu der Annahme über, dass P eine höhere Mäch- 
tigkeit hat, als die erste. 

Die Eigenschaft eine höhere Mächtigkeit, als die erste zu haben, genügt 
den beiden Bedingungen, welche wir zu Anfang dieser Arbeit angeführt 
haben, sie ist also eine solche, auf welche das Theorem I Anwendung 
findet, worin wir daher unter Y die soeben characterisirte Mengenbeschaffen- — 
heit uns denken können. Wenn man ausserdem noch das Theorem II be- 
rücksichtigt, so folgt, dass im Raum @, Puncte q vorhanden sein müssen 
derart, dass in jede um q als Mittelpunet mit dem Radius o beschriebene 
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n-dimensionale Vollkugel K(o) ein Bestandtheil von P fällt, welcher eine 
höhere Mächtigkeit hat, als die erste. Bezeichnen wir den Inbegriff aller 
dieser Puncte q mit Q, so sieht man leicht dass Q eine abgeschlossene 
Menge ist; denn jeder Grenzpunct von Q erfüllt dieselbe Bedingung, wie 
diejenige ist, durch welche wir die Puncte q definirt haben, er gehört 
also selbst zu ©. 

Die beiden Mengen P und Q müssen nun gemeinschaftliche Puncte 
haben, oder mit anderen Worten, es ist D(P, Q) von Null verschieden. 

Dies folgt aus Theorem III, wenn wir darin an die Stelle der mit 
_R bezeichneten Menge unsere Menge P setzen, während die dort mit Q 
bezeichnete die Bedeutung der uns hier vorliegenden Menge Q erhält. 

Betrachten wir nämlich einen stetigen Theil H von @,, in den kein 
. Punet von Q fällt, so wird der im das Gebiet H fallende Bestandtheil P, 
von P höchstens von der ersten Mächtigkeit sein; denn wäre P, von höherer 
Mächtigkeit, so würde es nach dem soeben Bewiesenen eine Menge Q, 
geben, die zu P, dasselbe Verhältniss hat, wie Q zu P und es würde 
offenbar Q, ein Bestandtheil von Q sein, der ganz innerhalb des Gebietes 
H läge, gegen die Voraussetzung, welche mit Bezug auf H gemacht 
worden ist. 

Wäre also D(P, Q) — o, so wären beide Bedingunged, denen das 
Theorem III unterliegt, erfüllt und wir würden daraus schliessen kónnen, 
dass P selbst eine Menge von höchstens der ersten Mächtigkeit sei, während 
wir es doch hier mit einer Menge P von hóherer Machtigkeit zu thun haben. 
Also ist D(P, Q) von Null verschieden. 

Fassen wir nun die Menge D(P, Q) nàher ins Auge und bezeichnen 
sie mit V. Sie besteht aus den zu P gehörigen Puncten v, die eine 
solehe Lage haben, dass in jeder Umgebung von v Puncte von P liegen, 
deren Inbegriff von höherer Mächtigkeit ist, als von der ersten. Kein 
Punct v von V ist ein isolirier Punct von V und P; denn umgeben wir 
v als Mittelpunct mit einer beliebigen Vollkugel A(p), so fällt in die- 
selbe ein Bestandtheil V, von P, der von hóherer als der ersten Michtig- 


x 


keit ist; das letztere kónnen wir auch von der Menge V, — v sagen, die 


aus V, hervorgeht, wenn man von letzterer den einzigen Punct v in Abzug 
bringt; daher muss es nach dem vorhin für P Bewiesenen auch unter 


den Puncten von V, — v solche geben, dass die in jede Umgebung von 


ihnen fallenden Bestandtheile von V, — v eine höhere als die erste Mäch- 
Acta mathematica. 7. Imprimé le 24 Mars 1885. 15 
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tigkeit besitzen und letztere Puncte sind offenbar auch Puncte von V. 
Man sieht also, dass wenn ein beliebiger Punct v als Mittelpunct mit 
einer Vollkugel K(o) von beliebig kleinem Radius p umgeben wird, in 
das Innere dieser Vollkugel noch andere Puncte von V hinein. fallen, als 
v; es ist also v sicherlich kein isolirter Punct von V. 

Da nun bewiesen ist, dass jeder Punct v von V ein Grenzpunct von 
V ist, so ist V eine insichdichte Menge. 

Wir sehen daher, dass jede Punctmenge P von höherer als der ersten 
Mächtigkeit einen bestimmten insichdichten Bestandtheil V besitzt, der aus 
allen Puncten v von P zusammengesetzt ist, welche eine solche Lage haben, 
dass in jede um v als Centrum. beschriebene Vollkugel K(p) ein Bestand- 
theil von P hinein fällt, der von höherer als der ersten Mächtigkeit ist. 

Daraus folgt zunàchst, dass eine separirte wnendliche Menge stets von 
der ersten Mächtigkeit ist; denn wir nannten separirte Menge eine solche, 
die keinen insichdichten Bestandtheil hat; wäre sie von höherer als der 
ersten Mächtigkeit, so müsste sie nach dem soeben Bewiesenen einen i- 
sichdichten Bestandtheil besitzen. Bei dieser Gelegenheit möchte ich er- 
wähnen, dass auch Herr Brnprxson, wie ich von ihm brieflich erfahren, 
einen àhnlichen Beweis dieses letzteren Satzes gefunden hat, nachdem ich 
ihn zur Untersuchung dieser Frage angeregt hatte. Kehren wir nun 
unter der vorliegenden Annahme, dass P von höherer Mächtigkeit, als der 
ersten ist, zu der Gleichung (9) zurück und setzen auch hier 7 = 2, be- 
trachten also die folgende Gleichung: 


I I Pé'a-- Pc*. 
eal lees 4 
Der Bestandtheil 2 Pc'a der rechten Seite, welchen wir À nennen 


YEO 15 3: = EE a. 
-wollen, stellt, wie schon früher hervorgehoben worden ist, eine sepa- 


rirte Menge vor, weil jeder insichdichte Bestandtheil von P auch in jeder 
Cohárenz von P, also auch in Pe” enthalten ist; jeder insichdichte Bestand- 
theil von R wäre auch ein solcher von P, und daher auch von Pc“, was 
dadurch ausgeschlossen ist, dass D(R, Pe”) = o ist. 

R als separirte Menge hat, wie wir gesehen, höchstens die erste Mäch- 
tigkeit. 

Nun ist: 
(roy w Hs L Pea : ; 


Vene 
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und wir schliessen aus dieser Gleichung, dass unter den Gliedern Pea 
der rechten Seite solche vorhanden sein müssen, welche verschwinden, 
weil sonst R von höherer als der ersten Mächtigkeit sein würde. Ist dar- 
nach a die Kleinste der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehörige Zahl, 
für welche: 
FO ICH 
so folgt daraus, dass: 
| | 2a = (Fe je. 


Hier ist der Fall Pc* = o ausgeschlossen, weil Pe’ zum Mindesten aus dem 
insichdichten Bestandtheil V von P besteht; also ist Pc” und daher auch 
Pc*** = Pc” eine insichdichte Menge. 

Der mit. V bezeichnete insichdichte Bestandtheil von P, dessen Existenz 
in dem Falle nachgewiesen ist, dass P eine höhere Mächtigkeit, als die 
erste hat, ist Bestandtheil der insichdichten Menge Pc^ = Pc”; bezeichnen 
wir nun den Inbegriff aller übrigen Puncte von Pc” mit U, derart dass: 


(11) Pet MP TU iV; 


so sieht man leicht, dass U nur Null oder eine homogene Menge erster 
Ordnung sein kann. Denn in jeder Nähe eines Punctes 4 von U fallen, 
da Pc^ insichdicht ist, unendlich viele Puncte von Pe”; diese können aber 
in hinreichender Nähe nur dem Theil U, nicht aber dem Theil V an- 
gehören, weil sonst w nach der Definition von V ein Punct der letzteren 
Menge sein würde; es liegen also in jeder Umgebung von # andere Puncte 
von U, deren Inbegriff aber keine höhere Mächtigkeit, als die erste haben 
kann, weil sonst ebenfalls « zu V gehören würde. 

Bemerken wir noch, dass wir wegen Pc’a = Pc^*^« = o die Gleichung 
(10) wie folgt schreiben können: 


(12) í R= LPea 
a’ =0)1,.. a 
und fassen die gewonnenen Resultate in Folgendem zusammen. 
Theorem J. »Ist P eine separirte unendliche Menge, so ist sie von der 
ersten Mächtigkeit und es giebt eine kleinste Zahl der ersten oder zweiten 
Zahlenclasse, so dass: 
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man hat also in diesem Falle (wegen (9), wenn darin y = a gesetzt wird): 


P= XPR'"a» 
9-301517 X0 
Theorem K. »Ist P von der ersten Mächtigkeit, ohne jedoch eine se- 
parirte Menge zu sein, so giebt es eine der ersten oder zweiten Zahlenclasse 
angehörige kleinste Zahl a, so dass Pc* eine homogene Menge erster Ordnung 


wird; bezeichnen wir diese mit U und & Pca mit R, so ist R entweder 
= We <a 


Null oder eine separirte Menge und man hat: 


LeB+tL, 
Dabei ist: 
DR, UN) zo)» 


Die letzte Behauptung hat ihren Grund darin, dass, wenn ein Punct 
r von R zu U" gehören würde, r + U ebenso wie U eine insichdichte 
Menge und somit ein Bestandtheil von U = Pc* wäre. 

Theorem L. »Jst P von höherer als der ersten Mächtigkeit, so giebt 
es eine der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehörige kleinste Zahl a, derart 
dass Pc* eine insichdichte Menge ist; letztere besteht aus einem Bestandtheil 
V, welcher insichdicht ist und alle Puncte von P umfasst, welche so liegen, 
dass in jeder Umgebung von ihnen Bestandtheile von P enthalten sind, die 
von höherer als der ersten Mächtigkeit sind und aus einem Bestandthel U, 
der, falls er nicht Null ist, aus der Zusammensetzung der übrigen Puncte 
von Pc" besteht und eine homogene Menge erster Ordnung bildet; wird die 


Summe — 22Pc^"a mit R bezeichnet, so ist R entweder Null oder eine separirte 
Q0, 1,95. 1e 


Menge und man hat: | 
P=R+U0+4 VU. 


Dabei ist: 
$(R,U?)—0o; DR, V)=0; DU, V®) =o» 


Die letzten Relationen werden ganz ebenso bewiesen, wie die ent- 
sprechende Behauptung in Theorem K. 


Über verschiedene Theoreme aus der Theorie der Punctmengen. IIS 


$ 3. 


Die in $ 2 nachgewiesenen wesentlich verschiedenen und auseinander 
fallenden Bestandtheile einer beliebigen Punctmenge P scheinen mir wichtig 
genug, um besondere Bezeichnungen und Namen zu rechtfertigen. 

Wir wollen R den Rest oder das Residuum von P nennen und mit 
Pr bezeichnen, dagegen heisse Pc” = U + V die totale Inhärenz von P 
und werde mit Pi bezeichnet, so dass man hat: 


(13) Pr EPea 
f a’ —0,1,... «5 & 

(14) zc ass Pa eue Pen 
(15) | | Jos Pp AF. 


U heisse die Imhärenz erster Ordnung von P oder auch die erste Inhärenz 
von P und es werde dafür das Zeichen Pi, gebraucht. 

Was nun die insichdichte Menge V anbetrifft, so sieht man zwar aus 
§ 2 leicht: sie ist derart, dass in jeder Nahe jedes ihrer Puncte v eine 
höhere Mächtigkeit, als die erste, von Puncten, nicht bloss der Menge P, 
sondern von V selbst liegen, indessen steht zunächst noch nicht UR dass 
sie stets eine homogene Menge ist, falls sie nicht verschwindet; dies wird 
erst dann sicher gestellt sein, wenn wir gezeigt haben werden, dass bei 
den Punctmengen innerhalb G, keine höhere Mächtigkeit vorkommen kann, 
als die zweite; denn sobald dies bewiesen wäre, würde daraus folgen, dass 
V, falls sie nicht verschwindet, eine homogene Menge zweiter Ordnung ist. 
Indem wir also fürs Erste die Möglichkeit des Vorkommens höherer Mäch- 
tigkeiten, als der zweiten. zu berücksichtigen haben, ergiebt sich hier all- 
gemein Folgendes. 

Ist v irgend ein Punct von V und ist p,, py, ..., p,, ... irgend 
eine Reihe von positiven Gróssen, derart dass: 

Dp, und limp,-o, 

und bezeichnet man mit V, den Theil yon V welcher in die um v als 
Mittelpunct beschriebene Vollkugel K(p,) fällt, mit a, die Ordnungszahl 
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der Mächtigkeit von V,, so ist klar, dass a, nicht kleiner sein kann, als 
&,,,, dass also: 
a, 2 0,43 


denn V,,, ist ein Theil von V,. 

Wir haben also eine einfach unendliche Reihe von endlichen oder 
transfiniten ganzen Zahlen a,, welche mit wachsendem y nicht zunehmen; 
von einer solchen Reihe ganzer Zahlen ist aber leicht zu zeigen, dass ihre 
Glieder von einem Gewissen v =», an alle einander gleich sein müssen, 
so dass: 


a, = A, +1 == G, +2 = 


Man setze den gemeinsamen Werth aller dieser Zahlen = P- 

Wir sehen also, dass V,, Viii, Vigor - +> alle von der (^ Mächtig- 
keit sind und erkennen daraus leicht, dass wenn p < p,, derjenige Be- 
standtheil von V, welcher in die um v als Mittelpwnct beschriebene Voll- 
kugel K(p) fällt, immer die 9" Mächtigkeit hat; denn, da p seiner Grösse 
nach zwischen zwei bestimmte ‚Glieder der Reihe po,, 5,11; PR big Fa 
so stösst man ebensowohl bei der Annahme, dass die Mächtigkeit des be- 
zeichneten Theils von V grösser als f, wie auch, dass sie kleiner als f 
sei, auf einen Widerspruch. 

Wir sehen hieraus, dass zu jedem Punct v von V eine ganz be- 
stimmte endliche oder überendliche Zahl f gehört, derart, dass für hin- 
reichend kleine Werthe von o der in die, um v als Centrum beschriebene 
Vollkugel K(p) fallende Bestandtheil von V die f^ Mächtigkeit hat; wir 
wollen daher auch / die zum Puncte v gehörige Ordnungszahl und v 
einen Punct f'" Ordnung von V oder P nennen. 

Der Inbegriff aller Puncte A Ordnung von V, falls solche über- 
haupt vorhanden sind, bildet, wie leicht zu sehen, eine homogene Punct- 
menge f° Ordnung und Mächtigkeit, welche wir die 8" Inhärenz oder - 
die Inhärenz f" Ordnung von P nennen und mit Pi; bezeichnen. 

Wir haben nun: 

(16) V= Pi, 

822,8, ... 
wo auf der Rechten die einzelnen Glieder auch Null sein kónnen und f 
alle endlichen und überendlichen: ganzen Zahlen, die grösser als 1 sind zu 
durchiaufen hat. | 
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Da nun.nach (14) Pi = Pe? =U+V und U — Pi, so können 
wir schreiben: 
(17) BEN UPS 

B 31, Ber 

wo hier f alle positiven ganzen Zahlen von 1 an zu durchlaufen hat. 
Zwischen den verschiedenen -von uns nachgewiesenen Bestandtheilen einer 
Punctmenge herrschen allgemein Beziehungen, die hervorgehoben zu 
werden verdienen. 

Betrachten wir zuerst die Definitionen von Pa und Pe, wie sie uns 
in den Formeln (4) und (5) entgegentreten, so sehen wir, dass: 


(18) D(Pa, Pe) —:0; 

(19) Dl Pa’, (Pay?) ="; 

(20) ale; (Fer o, 

(18) sagt aus, dass die beiden Mengen Pa und Pe völlig getrennt (zu- 


sammenhangslos) sind, d. h. keine ihnen gemeinsam angehörigen Puncte 
haben; (19) besagt, dass Pa eine isolirte Menge ist, (20) lässt erkennen, 
dass Pa auch keinen Punct hat, der Grenzpunct von Pc wäre. 

Die isolirten Puncte von P bilden Pa, wir wollen sie Puncte o'** Art 
von P nennen; die isolirten Puncte von Pc bilden Pca, wir wollen sie 
Puncte 1 Art von P nennen. 

Allgemein wollen wir die Puncte der isolirten Menge Pc*a Puncte 
a" Art von P nennen. 

Die aus (13), (15) und (17) hervorgehende Formel: 
(21) P= ,.ZPca+ XP 

a’ =0,1,..<4 B21,2,... i 
zeigt, dass ein beliebiger Punct p von P entweder einem Bestandtheil 
Pc“a von P angehört, dann ist p ein Punct a’ Art von P und a’ ist 
eine bestimmte Zahl der ersten oder zweiten Zahlenclasse, kleiner als « 
oder o, oder es gehört p einem Bestandtheil Pi, von P an und ist als- 
dann ein Punct f" Ordnung von P. Die sämmtlichen Puncte a’ Art 
von P bilden daher, wenn überhaupt welche vorhanden sind, eine isolirte 
.Menge, die simmtlichen Puncte f$" Ordnung von P bilden dagegen, falls 
es deren überhaupt giebt, eine homogene Menge (j^ Ordnung. 
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Man kann die in Pr enthaltenen Puncte Artpuncte von P und die in 
Pi vorkommenden Puncte Ordnungspuncte von P nennen. 

Aus der Abwesenheit von Puncten a Art von P folgt auch das 
Nichtvorhandensein von Puncten (4 + A)" Art, wo À eine beliebige Zahl 
der ersten oder zweiten Zahlenclasse ist; denn, wenn Pc*a = 0, so ist 
Pc" entweder Null oder eine insichdichte Menge und es ist daher allgemein: 
Pc = Pc" und Pe*’a — o. Daher zeigt umgekehrt das Vorhandensein 
von Puncten a'*. Art auch immer das Vorhandensein von Puncten jeder 
niedrigeren Art an. 


Dagegen hat die Abwesenheit oder das Vorhandensein von Puncten | 


f^" Ordnung keinerlei Einfluss auf das Vorkommen oder Nichtvorkommen 
von Ordnungspuncten mit andrer Ordnungszahl oder von Artpuncten. 

Wenden wir die Relation (20) auf Pc” an Stelle von P an, so 
haben wir: 


(22) a Por a, (PES 


Nun ist aber sowohl Pet **a wie auch Pi Bestandtheil von Pe: wir 
, B , 
haben also auch: 


(23) $[Pcta, (Pc +a)”| = o 
(24) Dl Detur OL] eo: 
So sehen wir, dass der Bestandtheil Pc*a von P weder Grenzpuncte von 


Pc” *’a, noch Grenzpuncte von Pi; zu Puncten hat. 
Alle Puncte der rechten Seite von (21), mit Ausnahme der im ersten 


Gliede Pa enthaltenen, sind zugleich Grenzpuncte von P und man ist daher 


berechtigt, wenn « > o, einen Punct a“ Art von P auch Grenzpunct 
a Art von P und einen Punct 8^ Ordnung von P auch Grenzpunet 
f" Ordnung von P zu nennen; nur die Puncte o'* Art von P können 
nicht zugleich Grenzpuncte von P heissen, weil sie isolirte Puncte von P sind. 
Pc" kónnen wir offenbar characterisiren als den Inbegriff sowohl 
aller Artpuncte von P, deren Artzahl >a’, wie auch aller Ordnungspuncte 
von P; Pi = V = Pc? ist der Inbegriff aller Ordnungspuncte von P. 
Was nun das Verhältniss der Inhärenzen za einander sowohl, wie zu 
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dem Rest von P anbetrifit, so kónnen wir allgemein darüber Folgendes 
behaupten: 


(25) D[Pr, (Pi)| =o 
und daher ist auch: 
(26) Dir, (C! = o. 


Denn da Pi eine insichdichte Menge ist, so ist auch Pi + Z eine insich- 
dichte Menge, falls Z irgend ein Bestandtheil von (Pi) ist; wäre also 
D[Pr, (Pi)™| von Null verschieden und bezeichnen wir diese Menge mit 
Z, so würde Pi+ Z ein insichdichter Bestandtheil von P und daher 
auch von Pi = Pc? sein, während doch Z als Bestandtheil von Pr nicht 
in Pi enthalten sein kann. 

Ferner kónnen wir sagen, dass: 


(er) D (Pis (Piy"] = o 


vorausgesetzt, dass: F > f. 

Denn jeder Grenzpunct von Pi, ist, falls er Punct von P ist, noth- 
wendig ein Ordnungspunct von P von mindestens der f" Ordnung, kann 
also nicht Punct von Pi, sein, da alle Puncte von Pi; Puncte 8“ Ordnung 
von P sind und f < ff angenommen ist. 

Es liessen sich unsere Betrachtungen noch nach mancher Richtung 
vervollständigen, was für eine spätere Gelegenheit vorbehalten bleibt. 


Ich will nun zeigen, wie unsere früheren Theoreme, die wir im 
Theorem H zusammengezogen haben, sich aus den neuen Resultaten er- 
geben, sobald man nur die Menge P als abgeschlossen voraussetzt. 

Unter einer abgeschlossenen Menge verstanden wir nach (t) eine solche 
P, deren Ableitung P® ganz in ihr enthalten ist, so dass: 


D(P, P9) = Po, 


Es fallt daher bei abgeschlossenen Mengen, nach (4), die erste Cohdrenz von 
P, die wir Pe nennen, mit der ersten Ableitung ‚zusammen; wir haben: 


(28) Pc == PP, 


vorausgesetzt, dass P abgeschlossen ist. 
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Nun wissen wir aber, dass auch alle Ableitungen P” abgeschlossene 
Mengen sind, woraus folgt, dass allgemein in unserm Fall: 


(29) Pa = 16 
und daher: 
(30) PCa = ED 


wo für y =o unter P nichts anderes als P zu verstehen ist. 
Endlich haben wir hier: 


(31) d Seu 


P® ist daher, falls sie nicht Null ist, eine insichdichte. Menge, und da sie 
ausserdem als Ableitung von P eine abgeschlossene Menge ist, so folgt 
hieraus, dass P™, falls sie nicht verschwindet, eine perfecte Menge ist. 

Man sieht also, dass im vorliegenden Falle der Bestandtheil U — Pi, 
von Pi stets verschwindet und dass daher Pi sich auf V reducirt; denn, da 
Pi eine perfecte Menge ist, so ist nach Theorem A der Bestandtheil von 
Pi, welcher in eine Vollkugel fällt, die einen Punct von Pi umgiebt, 
stets von höherer als der ersten Mächtigkeit; es kann also kein Punct von 
Pi ein Punct erster Ordnung sein. 

Daher ist jede. abgeschlossene Menge erster Mächtigkeit eine separirte 
Menge. Je nachdem nun die abgeschlossene Menge P von der ersten oder 
von höherer Mächtigkeit ist, ergeben sich aus den Theoremen J und L 
und den auf sie folgenden Resultaten die verschiedenen Behauptungen in 
Theorem H. | 


Die im Vorstehenden zu einer Art von Abschluss gelangten Unter- 
suchungen über Punctmengen habe ich von Anfang an nicht bloss aus 
speculativem Interesse, sondern zugleich im Hinblick auf Anwendungen 
unternommen, welche ich mir davon in der mathematischen Physik und 
in anderen Wissenschaften versprach. 

Die Hypothesen, welche den meisten theoretischen Untersuchungen . 
über Naturerscheinungen zu Grunde gelegt werden, haben mich niemals 
sehr befriedigt und ich glaubte dies dem Umstande zuschreiben zu müssen, 
dass die Theoretiker zumeist entweder über die letzten Elemente der Materie 
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eine völlige Unbestimmtheit herrschen lassen oder dass sie dieselben 
als sogenannte Atome von zwar sehr kleinem aber doch nicht gänzlich 
verschwindendem Rauminhalte annehmen. Mir unterlag es keinem Zweifel, 
dass, um zu einer befriedigenderen Naturerklärung zu gelangen, die letzten 
oder eigentlichen einfachen Elemente der Materie in actual unendlicher Zahl 
vorauszusetzen und in Bezug auf das Räumliche als völlig ausdehnungslos 
und streng punctuell zu betrachten sind; ich wurde in dieser Ansicht be- 
stärkt, indem ich bemerkte, dass in der neueren Zeit so hervorragende 
Physiker, wie FARADAY, AMPERE, WinLu. WEBER und von Mathematikern 
neben Anderen Cavcnuy dieselbe Überzeugung vertreten haben. 

Um aber diese Grundanschauung zur Durchführung bringen zu können, 
schienen mir allgemeine Untersuchungen über Punctmengen, wie ich sie 
angestellt habe, vorhergehen zu müssen. Ich nenne im Anschluss an 
Lerpniz die einfachen Elemente der Natur, aus deren Zusammensetzung 
in gewissem Sinne die Materie hervorgeht, Monaden oder Einheiten (man 
vergleiche namentlich die beiden Lxisxizschen Abhandlungen: »La Mo- 
nadologie», Edit. EnpwANN, p. 705 oder Edit. Durexs, T. II, p. 20 und 
»Principes de la nature et de la grâce, fondés en raison», Edit. EnDMANN, 
p. 714 und Edit. Durexs, T. II, p. 32) und gehe von der Ansicht aus, 
mit welcher ich mich in Übereinstimmung mit der heutigen Physik zu 
befinden glaube, dass zwei specifisch verschiedene, auf einander wirkende 
Materien und demgemäss auch zwei verschiedene Classen von Monaden 
neben einander zu Grunde zu legen sind, die Körpermaterie und die Aether- 
materie, die Kérpermonaden und die Aethermonaden, indem diese beiden 
Substrate zur Erklärung der bisher beobachteten sinnfälligen Erscheinungen 
auszureichen scheinen. 

Auf diesem Standpuncte ergiebt sich als die erste Frage, woran 
aber weder Lzisxiz noch die Späteren gedacht haben, welche Mdchtig- 
keiten jenen beiden Materien in Ansehung ihrer Elemente, sofern sie als 
Mengen von Körper- resp. Aethermonaden zu betrachten sind, zukommen; 
in dieser Beziehung habe ich mir schon vor Jahren die Hypothese ge- 
bildet, dass die Mächtigkeit der Körpermaterie diejenige ist, welche ich 
in meinen Untersuchungen die erste Mächtigkeit nenne, dass dagegen die 
Mächtigkeit der Aethermaterie die zweite ist. 

Für diese Ansicht und Meinung lassen sich sehr viele Gründe ins 
Feld führen, wie ich bei einer späteren Gelegenheit auseinandersetzen will; 
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nehmen wir sie vorlàufig an, so müssen wir uns in jedem Zeitmoment 
die Körpermaterie (sei es im ganzen Weltraume G,, sei es in irgend 
einem abgegrenzten Theil H, derselben) unter dem Bilde einer Punct- 
menge P von der ersten Mächtigkeit, die Aethermaterie in demselben Raume 
unter dem Bilde einer daneben bestehenden Punctmenge Q von der zweiten 
Mächtigkeit denken, und diese beiden Punctmengen P und Q wären ge- 
wissermaassen als Functionen der Zeit zu betrachten. Aus den Unter- 
suchungen des $ 2 folgt aber, dass: 


P = Pr + Pi, 


wo Pr die separirte Menge ist, welche wir den Rest von P genannt und 
wo Pi, wenn sie nicht verschwindet, die erste Inhärenz von P, eine ho- 
mogene Punctmenge erster Ordnung ist; die übrigen Inhärenzen fallen hier 
fort, weil P die erste Mächtigkeit hat. Ebenso haben wir: 


Q = r+ Qi, + Qi, 


da Q von der zweiten Mächtigkeit ist und somit höhere Inhärenzen, als 
die zweite hier nicht vorkommen. 

Es wird sich zunächst darum handeln, zu entscheiden, ob vielleicht 
den fünf wesentlich verschiedenen Bestandtheilen, in welche hiernach die 
Körper- und Aethermaterie in jedem Zeitmoment getrennt erscheint und 
etwa auch den verschiedenen Theilen, in welche Pr und Qr nach (13) 
zerfallen, auch wesentlich verschiedene Erscheinungs- und Wirkungsweisen 
der Materie, wie: Aggregatzustände, chemische Unterschiede, Licht und Wärme, 
Electricität und Magnetismus entsprechen mögen. | 

Ich möchte jedoch die Vermuthungen, welche ich in dieser Bezie- 
hung habe, nicht früher in bestimmter ‚Form aussprechen, als bis eine 
genauere Prüfung derselben stattgefunden: haben wird. 


Halle, d. 29 Jan. 1885. 


DIE INTERMEDIARE BAHN DES MONDES 


VON 


HUGO GYLDÉN 


in STOCKHOLM. 


Vielfaltig ist die Theorie der Mondbewegung behandelt worden. Man 
hat es an den sorgfáltigsten und mühevollsten Anstrengungen nicht fehlen 
lassen, um die Bewegung dieses Himmelskörpers zu erforschen. Seitdem 
das Newron’sche Gesetz als Fundament der Astronomie angenommen 
worden war, sehen wir die ersten Männer dieser Wissenschaft mit der er- 
wähnten Aufgabe beschäftigt, und man kann wohl sagen, dass ihre Be- 
mühungen von einem grossartigen Erfolge gekrönt waren. 

Es ist nicht zu erwarten, dass je eine Bewegungstheorie den Beobach- 
tungen in dem Maasse entsprechen wird, dass Nichts an ihr zu verbessern 
wäre; aber die Mängel der jetzt vorhandenen analytischen Ausdrücke für 
die Mondbewegung erscheinen in der That so gering, wenn man sie mit 
ihren Leistungen vergleicht, dass man diesen in der That eine hohe Be- 
wunderung zollen muss; und wenn auch die Erreichung einer noch grös- 
seren Genauigkeit mit grossen Schwierigkeiten verbunden sein muss, so 
erscheint sie auf den bereits angebahnten Wegen doch nicht unmöglich. 

Wenn aber auch das practische Bedürfniss eine neue Behandlungs- 
weise der Theorie des Mondes nicht nothwendig erheischen sollte, so ist 
. eine solche doch aus andern Gründen in hohem Maasse wünschenswerth. — 
Die jetzt vorhandenen Ausdrücke für die Coordinaten des Mondes ent- 
halten nehmlich eine überaus grosse Anzahl von Gliedern, gróssere und 
kleinere durch einander, in deren Reihenfolge und sonstiger Beschaffenheit 
durchaus kein Gesetz zu erkennen ist, wenn man bloss die Thatsache 
ihres Vorhandenseins berücksichtigt, sich nicht aber die theoretische 
Grundlage ihrer Herleitung vergegenwärtigt. Die Resultate der bisherigen 
Untersuchungen über die Mondbewegung haben mit anderen Worten eine 
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der Anschauung sehr wenig zugängliche Form, obgleich sie zu numerisch 
richtigen, oder wenigstens nahezu richtigen Ausdrücken geführt haben. Es 
stellt sich demnach die Frage, ob diese unübersichtliche Form der Aus- 
drücke, wenn sie auch bei rein numerischen Rechnungen gewisse Vorzüge 
haben mag, die einzig mögliche sei, oder ob nicht, durch ein tieferes Ein- 
dringen in die Natur der Aufgabe, sich andere Formen ergeben werden, 
durch die man die Resultate mehr concentrirt darstellen kann. Da wir 
die Bejahung des letzten Theils dieser Frage als überwiegend wahrschein- 
lich bezeichnen müssen, so haben wir zuzusehen, wie wir die Wege bahnen 
können, die zu den höheren Formen der Resultate führen sollen. 

Man wird zugeben müssen, wenn man sich die Sachlage etwas genauer 
vergegenwärtigt, dass die Behandlungsweise der in Frage stehenden Auf- 
gabe in mathematischer Hinsicht sehr mangelhaft war. Schon die Grund- 
vorstellung, dass die Bahn des Mondes eine Ellipse mit gestörten Ele- 
menten sei, ist keineswegs in der Natur der Sache begründet, obgleich 
sie bei den grossen Planeten sehr nahe lag. Sie ist, in Hinsicht der 
Anschauung — nicht als eine erste Annäherung der analytischen Ent- 
wicklung betrachtet — der Vorstellung von einem excentrischen Kreise 
nur sehr wenig überlegen, und zwar nur durch Grössen, die sehr klein 
sind im Vergleiche zu Gliedern, welche in beiden Hypothesen unberück- 
sichtigt gelassene, Ungleichheiten der Mondbewegung repräsentiren. Dieser 
Vorstellung entsprechend wurden nun die suecessiven Annäherungen an- 
geordnet, und mussten auch so angeordnet werden, so lange man an 
dieser Vorstellung festhielt, trotzdem es sehr bald bemerkt wurde, dass 
die Bewegung des Mondperigäums in der ersten Annäherung gänzlich 
entstellt herauskam. Man hat zwar diesen Übelstand in indirecter Weise 
umgangen, indem man das formelle Resultat der ersten Annäherung so- 
gleich berücksichtigte und somit gewissermaassen zwei Annäherungen zu- 
gleich absolvirte. Durch derartige Operationen verlor aber die Entwick- 
lung, wiewohl sie keineswegs an sich unberechtigt war, ihren streng de- 
ductiven Character, indem die Form des Resultates durch die erste An- 
näherung schon bedingt war. Auf diesem W ege kann man nicht erwarten, 
zu einer höheren, und der Natur der Aufgabe mehr entsprechenden Form 
des Resultates zu gelangen. | | 

Es ist jedeufalls anzunehmen, dass die vielen Glieder in den Aus- 
drücken für die Mondbewegung aus Entwicklungen einer geringeren An- 
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zahl Functionen entstanden sind, obwohl wir bis jetzt nicht diese Func- 
tionen selbst, sondern bloss ihre Entwicklungen gefunden haben.  Selbst- 
verstandlich müssen diese Functionen desto complicirter erscheinen, je gerin- 
ger ihre Anzahl ist. Eine einzige Function, aus der man durch alge- 
braische Operationen, Differentiationen oder Quadraturen die verschiedenen, 
in der Mondbewegung vorkommenden Glieder entwickeln kónnte, müsste 
als dermaassen complicirt gedacht werden, dass wir vor der Hand gar 
keine Aussicht haben, sie zu erkennen. Unser Ziel dürfen wir daher 
nieht etwa mit der Erforschung einer solchen Function identificiren; wir 
müssen uns mit einer mässigeren Reduction bescheiden. Andererseits aber 
werden wir die Fortschritte in der Erkenntniss der Mondbewegung desto 
höher schätzen müssen, je mehr es uns gelingt Gliedercomplexe als durch 
Entwicklung uns bekannter Functionen entstanden angeben zu können; 
oder, je mehr wir Gliedercomplexe, und namentlich solche, worin grosse 
Coefficienten vorkommen, durch Functionen darstellen können, deren Eigen- 
schaften uns bekannt oder leicht zu untersuchen sind; oder endlich, um 
die Sache kurz auszudrücken, eine je elegantere Form der Lösung wir 
gewinnen können. Der Forderung nach mathematischer Eleganz liegt in 
der That auch ein tieferes erkenntnisstheoretisches Bedürfniss zu Grunde, 
als gewöhnlich zugegeben wird. 

Die vorliegende Abhandlung bezweckt, die Resultate eines ersten 
Schrittes in der angedeuteten Richtung darzulegen. Hierbei hatte ich mir 
die Aufgabe gestellt, eine intermediäre Bahn des Mondes von der Be- 
schaffenheit zu bestimmen, dass die Unterschiede der, in dieser Bahn be- 
rechneten Coordinaten und der wahren (welche Unterschiede ich Störungen 
der intermediären Coordinaten nennen werde) stets kleine Grössen seien, 
deren Quadrate und Producte man mit sehr wenigen Ausnahmen übergehen 
dürfe. — Die Bewegung der Bahnebene habe ich dabei unberücksichtigt 
gelassen, da sie nur einen sehr untergeordneten Einfluss auf die Bewegung 
des Mondes in der Bahnebene selbst ausübt, und es besonders auf diese 
Bewegung ankommt, weil sie der Untersuchung die meisten Schwierigkeiten 
entgegenstellt. Dessgleichen habe ich die s. g. Secularänderung der mitt- 
leren Länge nicht in den Kreis dieser Untersuchungen gezogen. Die 
Schwierigkeiten sie zu bestimmen, sowie die aus den Planetenanziehungen 
herrührenden Ungleichheiten, sind ganz anderer Art, als diejenigen, welche 
ich in der vorliegenden Untersuchung zu überwinden gesucht habe. 
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Man wird finden, dass die Ausdrücke, durch welche die intermediären 
Coordinaten dargestellt werden, sich wesentlich auf solche Functionen 
zurückführen lassen, durch die Herr Hermrrx die Lamé'sche Differential- 
gleichung integrirt hat. Die vorliegende Untersuchung wird sich daher 
als eine Anwendung der Resultate des berühmten Verfassers von Quelques 
applications des fonctions elliptiques herausstellen, und ich kann nicht umhin, 
dieser Leistung meine grosse Bewunderung hier auszusprechen. — Die Ein- 
setzung numerischer Werthe in die algebraischen Ausdrücke ist mit grosser 
Leichtigkeit auszuführen. Es genügt in diesen Vorbemerkungen der That- 
sache zu erwähnen, dass die Bewegung des Mondperigäums in der ersten 


Annäherung bis auf = des Betrages richtig gefunden wurde, während bei 


der früheren Anordnung der Annäherungen, die erste derselben nur etwa 
die Hälfte des Betrages ergeben kann. In entsprechend günstiger Weise 
ergeben sich die übrigen grossen Gleichungen der Mondbewegung, wesshalb 
ich nicht in der Meinung zu irren glaube, dass die Theorie der Mond- 
bewegung, die bisher als eine der schwierigeren Aufgaben der theoretischen 
Astronomie angesehen wurde, gegenwärtig zu den leichteren zu zählen sind. 

Die numerischen Resultate, welche dieser Abhandlung beigefügt sind, 
wurden grösstentheils von Herrn A. Supanow berechnet, wofür ich ihm 
hier meine besondere Dankbarkeit ausspreche. 


/ 


Die rechtwinkligen Coordinaten des Mondes, bezogen auf den Schwer- 
punkt der Erde und auf eine, durch den Radius-vector und der Tangente 
gelegte Ebene, seien # und y; die Massen der Sonne, der Erde und des 
Mondes: respective M, 1 und m; indem wir nun unter /? eine Constante 
verstehen, deren Werth von der Einheit der Zeit und der Entfernung ab- 
hängt, stellen wir die Bezeichnungen 


p, = P(r + m) 
= l°M 
fest. 
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Nennen wir noch den Radius-vector r, und die Stérungsfunction (9), 
so sind die Gleichungen, in deren Integration unsere Aufgabe besteht, die 
folgenden: 


Zunächst werde ich aus diesen andere Gleichungen herleiten, die als 
gesuchte Grössen die intermediären Coordinaten des Mondes enthalten 
sollen. Diese bezeichne ich durch x, und y,, und stelle vor Allem die 
Bedingungen fest: 


(1) «c.c ilh 


wo d eine Function bedeutet, die wir als eine sehr kleine Grösse ansehen, 
und als Stórung der intermediàren Coordinaten bezeichnen. Die reducirte 
Zeit 7 definiren wir durch die Gleichung 


14-8 
= — dt 
(2) | et sd 
wo S eine Grösse von derselben Ordnung wie 4 bezeichnet. 
Wenn nun z, y, und c statt x, y, ¢ in die ursprünglichen Glei- 
chungen eingeführt werden, so erhalten wir 


























d'e |^ r1 dS dz, F4 o ao pu! pO + S) 1 dSdj| «e — 
dc? I + S dr dr T I I8 dr dc |1 + ¢ 
eh he S)° 9(9) 
(1 +4) da 
(3) 
d’y, Bes dS dy, IR = pu = S) i. 48 dy Vy, 
dr” 1+ S dr dr du ı+Sd dlıty 


_ (1 + 932) 
| at 9y 
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in denen wir uns der Bezeichnung 
n — Eg = "(1 + 4) 


bedient haben. Es bedeutet also r, den intermediären Radius-vector. 
Wenn die wahre Lange des Mondes in der Bahnebene durch v be- 
zeichnet wird, so gelten die Ausdrücke: 


ub =F 0084; grs 8m; 
vermöge der Gleichungen (1) haben wir daher auch: 
qu EN Re Miro Ta BILD, 


0 


woraus gefolgert wird: 





£ 


Aus den Gleichungen (3) bilden wir nun zunächst die folgende: 








Pu " d'a, N dB a, ae dey) — MD e(Q)  , 2(2) 


0 ar 148 de V? dc 0 dr (i+ df)? Sy T EE 





y 0% 


(0 + 8){ 9(2) 0(2) 
+ Yo ay co 





_ (+ Syo(9), \ 
BET 





und das Integral derselben kónnen wir in der nachstehenden Form angeben: 


[ 1+ S (9) 
(1 + d)* dv 





(4) RE (1 + 8) Jv | dz | 


wobei yc die Integrationsconstante en 
Wir setzen hierauf: 


(5) Vi 509 23 4 
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und bestimmen die intermediäre Länge v, aus der Gleichung: 


(6) 8v; Le 


dc T, 
Hiermit erhalten wir: 


dy = "1-497209 .] 
ve + Y. foe + sv dx +9 ov | 





oder 


jk ERE 








1+ E — (8) p ft ass ae 


(2) 


: j | "and an. 1 E» : 
Die Glieder, welche in pem vorkommen, theilen wir in zwei Gruppen: 
C v 
Q, und Q,, indem wir setzen 


r? o(Q) 


(r+ 87262 — (1 + 40 





C 


und bestimmen hierauf y aus der Gleichung: 


| d'y 
(7) dv: ET Q,; 
wonach wir zur Bestimypung von S die Gleichung 

dS dy J FER 
(8) | tal + CS + 8'(Q, 9) — — 9 


zurück behalten. 
Das Integral dieser Gleichung kónnen wer wie man leicht bemerkt, 
näherungsweise schreiben 
fe (iei + -4. ) aw, 
aS EA ER 


(9) p» = Er = 1 


wobei keine Integrationsconstante hinzugefügt zu werden braucht, indem 
sie als in y oder in c enthalten gedacht werden kann. 
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Aus den Gleichungen (3) erhalten wir ferner: 














d'z, dy, I MS s dy, 
ge + ge el Bee : 

" 29 pa +8) t d$ dj 
Ra som [pre MR I + S dr dr 











(1 + S) (9) 3(2) 
= ra RAGE. n] 


(I + S) (2) 
(y^ or 








Da aber: 











dg, d’y, d’r, dr, A? 
de +% det To dc? j^ m) E 


dt 


d’r, + (av\? 
nr) 


so finden wir aus der vorhergehenden Gleichung: 





+) 


0 


QU d (x) 1 dS dr 
Du Oar? adr 


"Ade 














-- 


v2 = nu = S) 1 dS dé (1 + S) a(2) 
i+ j ae i di | (I+ 9 à 


In diesem Resultate haben wir sowohl 7 durch die Veränderliche »,, 
als auch v durch v, + y.zu ersetzen. Wir beachten dabei, dass 


Die intermediire Bahn des Mondes. 133 


und erhalten demzufolge zunächst: 
I 



































I 
d*— d -— 
tá I dy dy V ?. ROM fü 
p KI LE E Tage d, 
ii eg a BL I1 dSdj| (1+ 5Synre(9) 
ra, dc? 0. I+Sdrd|  (1--4yc T 
und ferner, weil: 
] I 
dj — vedQ d cd , 2c r, d 
x > de? rk dvi Tr de dv,’ 





I 


ade 
dy dy 2 po dS Cr, I, 2 
Au. lus I toe an Tus 





I 
P d I dS dé 


I T: £5 2 
(r4 8) des * de! dv, r,(I + S) dv, dv, 





E. + 8)’ r'9(9) 
~ Ii+¢ c or 


Diese Gleichung multipliciren wir mit einem, vorläufig noch un- 
bestimmten constanten Factor a, und zerlegen dabei die Glieder des Pro- 
ar* (9) . : i 
ductes =e in zwei Gruppen P, und P,, so dass die Gleichung 
ar* 9(Q) 
re = P; FF, 


or, 08 





zu Geltung kommt; hierauf stellen wir folgende Bedingung auf 


zat 


di^ 


T, 
( : 0) du 


fd. LM. 
C 


0? 
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und erhalten endlich als Bestimmungsgleichung für d die nachstehende: 


a 

. a— 

d^ó ap, Lar, dS cr 

i tee Ae Syr GY RTE 0 de, de 
a 


— i r, dé a dS d$ 
FRS EST Eft e E TA Maur, 


— — (1 + S)°r, P, — (28 HO UN 




















Dieses Resultat gestaltet sich jedoch für spätere Anwendungen zweck- 


mässiger, wenn man statt d eine neue Function & einführt, die mit ersterer 
durch die Gleichung 


(11) ad = "e 


verbunden ist. Man findet dabei die Beziehungen: 








A! I. 2 
7 a— d’— d= 
JUN. de und sels 5 se LA } 
Jg = Omar 0 , 
ors 9 dv? * du, dv, dv; dv, 


und hiermit geht die vorstehende Differentialgleichung in die folgende 








über: 
: p I 
d'é um NE «n I | dS dé 
dv, ald é 1 + S dv, dv, 
a 
E tb ds ds 
N 0 Y y2 M = 
BAe ea) ISO EN — (I 1 + SP, — (28 + 8°— 2 JP, 


Ersetzt man aber den Coefficienten des zweiten Gliedes linker Hand 
durch seinen Werth aus der Gleichung (10), so erlangt man: 








dt dy (\ Ver a8 de 
dv DX dv, x et ^ 1+ S dv, dv, 
(12) | , n 
er Y I dS To Y “ys 
08+ m P —(8+ SP, +2) 
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Durch die Integration der Gleichungen (7) und (10) wird die inter- 
mediäre Bahn bestimmt; die Gleichungen (8) und (12) bestimmen hin- 
gegen die Störungen. 


In der Mondtheorie sind sehr wenige Glieder aus der Hauptentwick- 
lung der Störungsfunction hinreichend um als Grundlage einer inter- 
mediären Bahn zu dienen, die nur sehr wenig von der wirklichen ab- 
weicht. Diese Glieder sind aus folgendem Ausdrucke zu entnehmen: 


Em Eee 
(2) = n =. ip -— 475 C08 2H 


Es bedeutet hier: 7 der Radius-vector der Sonne und H der Winkel 
zwischen den Radien-vectoren der Sonne und des Mondes. Hieraus er- 
halten wir: 


c ov. ACT" ov 
ar?9(Q Tan’ /r\? ap (TV? 
roue pap (2) Him (5) cos 2H 
e- ov 28 NT 2rea ie 


Mit diesen Ausdrücken werden wir einige wesentliche Vereinfachungen 
vornehmen können, indem wir immer festhalten, nur die grössten, und 
für die Bewegung des Mondes characteristischen Glieder herauszuheben. 
Zunächst vernachlässigen wir das Quadrat der Neigung der Mondbahn 
über die Ekliptik; wir haben alsdann einfach, indem v’ die wahre Länge 
der Sonne bezeichnet: 
H=v—v 


Ferner bezeichnen wir die mittleren Bewegungen des Mondes und der Sonne 
mit n und »', und das Verhältniss beider mit 5, so dass: 
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Die mittleren Längen beider Himmelskórper zu einer bestimmten Zeit- 
epoche seien A und J’; in der Relation: 


v' — A' = piv, — À) + G 


bedeutet alsdann @ eine kleine Grösse von der Ordnung der Excentrici- 
teten. Um die folgende Darstellung móglichst zu vereinfachen, werde ich 
G zunächst vernachlässigen, was geschehen darf, erstens weil ihr Einfluss 
überhaupt gering ist, zweitens aber weil derselbe leicht später zu berück- 
sichtigen ist, ohne dass das Wesen der befolgten Methode irgendwie ab- 
geändert wird. 

Wir nehmen nun an, dass die vorhin eingeführte Constante a die 
mittlere Entfernung des Mondes von dem Schwerpunkt der Erde bezeichne; 
die Veränderliche r, ersetzen wir nach dieser Voraussetzung durch eine 
neue p,, indem wir die Relation 


ER 
(13) er Aegis 


aufstellen, und dabei unter p eine zu unserer Verfügung stehende Con- 
stante bezeichnen. Dieser Werth von r,, in die Gleichung (10) eingeführt, 
giebt uns: | 


Tu UgoE p: 


c ge 


1 d’p, 
p dv? + 








ae,‘ 


und wenn wir die Constante p aus der Gleichung 





bestimmen, so erhalten wir: 


d^p, 
cg IEEE: be + (a an 

Bei der Mondbahn ist nun p, immer eine ziemlich kleine Grösse; 
eine Folge dieses Umstandes ist, dass p von der Einheit um eine sehr 
kleine Grösse verschieden ist, dessen Product mit der Sonneneinwirkung 
wir bei der intermediären Bahn vernachlässigen werden. Dass p — 1 
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eine Grósse zweiter Ordnung in Bezug auf den Modul von p, ist, kann 
man übrigens leicht nachweisen. 

Es seien +e und —e die extremen Werthe von p,; die ent- 
sprechenden Werthe von r, sind dabei 








soll nun die Gleichung 
=(r, T5)-—a 


bestehen, welche unserer Annahme, dass a die mittlere Entfernung be- 
deutet, entspricht, wenigstens in einem gewissen Sinne, so muss p den 
Werth 1 — e? haben. Im Allgemeinen werden aber die absoluten Beträge 
der extremen Werthe von p, nicht dieselben sein; der Ausdruck für p 
muss sich daher auch in der Regel etwas anders gestalten, und zwar 


findet man 
IS HEEL 6243 B37 6,4, 
Mir opo fon 10 
I ar 1 £ 
2 
wenn o, zwischen den Grenzen + e, und —e, variirt. Formell genom- 


men, ist allerdings die Differenz e, — e, als eine Grósse erster Ordnung 
anzusehen, allein in thatsächlich vorkommenden Fällen, insbesondere bei 
der Bahn des Mondes ist diese Differenz doch so viel kleiner als e, und 
e,, dass sie als eine Grósse zweiter Ordnung angesehen werden muss. 

Es kann aber die Constante « auch in anderer Weise definirt wer- 
den als durch das arithmetische Mittel der extremen Werthe von r,, und 
in der That scheint auch eine andere Definition dieser Grósse bei der 
Mondbahn wesentliche Vorzüge zu haben. 

Wir nehmen nun wieder die Gleichung (6) vor, drücken in derselben 


die Function r, durch ^, aus, und ersetzen die Grösse c durch ihren Werth 
c — nap 


Wenn wir endlich den, bei dieser Untersuchung zu befolgenden Principien 
gemäss, die eigentlichen Störungen vernachlässigen, d. h. hier, die reducirte 


Acta mathematica. 7. Imprimé le 31 Mars 1885. 18 


138 = Hugo Gyldén. 


Zeit mit der wahren identificiren, so haben wir aus der betreffenden 
Gleichung: 


pido, Vi 
I ——_ — M qt 
115) (I + p,)° 





3 
a? 


Die Entwicklung der Grösse linker Hand wird nun, vorausgesetzt, dass 
f, schon bekannt ist, ausser zu rein periodischen Gliedern, zu einem, nur 
in dv, multiplieirten Gliede Veranlassung geben, dessen Coefficienten wir, 
dureh eine passende Bestimmung der Grösse p, zu ı machen können. 
Durch eine solche Bestimmung wird der Coefficient von dt die Bedeutung 
der mittleren Bewegung des Mondes erhalten, d. h. die Gleichung 


zu Geltung bringen. Die Grösse a verliert aber dabei die Bedeutung der 
mittleren Entfernung in irgend welchem geometrischen Sinne, und ist nur 
als Maass oder Modul der Entfernungen anzusehen. 

Für die Sonne können wir eine, mit der Gleichung (15) ganz analoge 
ansetzen, nehmlich 


pdv 
EF aim oC Er 

(I + p 
in welcher selbstverständlich alle mit Accenten versehenen Grössen dieselbe 
Bedeutung in Bezug auf die Sonnenbahn haben, wie die unaccentuirten 


Grössen in Bezug auf die Mondbahn, und in's Besondere hat man 





und wenn man die Erdmasse neben der Sonnenmasse, wie es hier un- 
bedenklich geschehen kann, vernachlässigt, so darf man in dieser Formel 


A. Statt y; setzen. — Durch Vergleichung der beiden Werthe von dt er- 
hàlt man nun: 








“iv 
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und überdies: 


Indem man sich nun bloss die rein periodischen Glieder in o, und p, 
berücksichtigt denkt, kann man also die Gleichung 


dv, = p(t + 2p, — 2p, + .. .)dv, 


ansetzen, und findet hiermit als Ausdruck für die oben mit G bezeichnete 
Function die Formel 


(16) G = 2p f p; dv, — 2p | p, dv, 


^i 
Unter Berücksichtigung der Werthe, welche wir für c, r, und r; ge- 
funden oder angenommen haben, ergeben sich für die partiellen Differential- 
quotienten der Störungsfunction die nachstehenden Ausdrücke, in denen 
wir die Störungen sowie die Function G vernachlässigt, und also auch v 
mit v, identificirt haben, 





y? a(2) — (1 T nP . , / 
RE = — à p° G [y BL sin 2[(1 — p)v, + y — A + pA] 
HG OT, PSN SO Agi irs | , 


Diese Ausdrücke werden wir nun nach den steigenden Potenzen von p, 
und j entwickeln und dabei nur die Glieder erster Ordnung beibehalten. 
Die folgenden Glieder sind zwar nicht unmerklich, üben aber doch auf 
die Resultate, welche wir bei der vorliegenden Untersuchung im Auge 
haben, einen ganz unwesentlichen Einfluss aus. Wir erhalten also, indem 
wir uns noch der Bezeichnung 
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bedienen, die nachstehenden Ausdrücke, mit denen wir die Grössen Q, 


und P, identificiren, 


Q, = — f,(1 — 40, + 30) sin 2[(1 — p)v, + y — A’ + pA] 
I f | 

a xx 7 AG — 3306 + 3,0) 
+ B( — 30, + 3p) cos 2[(1 — u, + y — A + pA] 


Die Gleichungen (7) und (10) nehmen nun die nachstehenden Formen 
an, wobei wir der Kürze wegen 


A= 2(1— p) 
A = 2(4' — pd) 
gesetzt haben, 
d’y , : ) 
= — f — 49, + 3p) sin (Av, + 2y — À) 


dv; 





"T d | dy dy\’ 
= t= f 3A; eos Qu, + 24 — 4) +22 + (52) Po 
(17) É 
—— — B, — Bip, — B, cos Qu, #27 A) — 3, p, cos (au, --2y — 1A} 


^ = 2 
EN 


dv, \dv, 


Dieses System lässt sich zwar nur durch fortgesetzte Annäherungen 
integriren; man kann diese aber so anordnen, dass die Convergenz eine 
äusserst rapide wird. Ich muss es mir versagen, jetzt alle zu diesem 
Zwecke dienlichen Hülfsmittel in Anwendung zu bringen, die mir zu 
Gebote stehen; theils würde ihre Darlegung zu viel Platz in Anspruch 
nehmen, theils gelangt man auch ohne dieselben bei der Mondtheorie 
leicht genug zum Ziele. Ich will nur beiläufig bemerken, dass dieses 
Hülfsmittel in der Anwendung eines veränderlichen Moduls der elliptischen 
Functionen seine Wurzel hat. 

Einen für die Bewirkung einer hinreichend starken Convergenz ge- 
nügenden Ausgangspunkt erhàlt man, wie ich mich durch numerisches 
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Nachrechnen überzeugt habe, wenn in der ersten Gleichung des Systems 
(17) die Function y in den Argumenten der trigonometrischen Functionen 
vernachlässigt wird. Es ergiebt sich alsdann: 


SE. — P cos (0, — A) + us posin (Ax — 4)dv, — 38 f pésin (im, — A)du,, 


aber die Form dieses Resultates ist für unsern Zwecke nicht die er- 
wünschte, indem die unbekannte Grösse o, unter einem Integralzeichen 
vorkommt. Die Umgestaltung, welche hier nöthig wáre, können wir in- 
dr 
dv 
Gleichungen (17) eingeführt worden ist; denn erst bei ihrer Integration 
kommt es uns darauf an, eine Form zu erhalten, in welcher die in p, 
multiplicirten Glieder, oder wenigstens die einflussreichsten derselben von 
. dem Integralzeichen befreit sind. 

Aus der erwähnten Gleichung findet sich, mit Hülfe des angegebenen 


in die zweite der 





dessen aufschieben bis der angesetzte Werth von 


0 


Werthes von = die nachstehende 





-x 





- -— l cs En — (38, — A) cos (Av, — 4)». 


= — 86, f p, sin (Av, — A)dv, — La ner 


24 
— (& + 2^) cos (0, — A) 


— 3,0, cos (Av, — A) — B 


10% 
— BB, p, fe, sin (Av, — A) dv, 
Der 


wo schon das letzte Glied rechter Hand, und noch mehr die übergangenen 
bei der vorliegenden Untersuchung unwesentlich sind. | 

Um grüssere Kürze bei der Darstellung zu bewirken, führe ich nun 
folgende Bezeichnungen ein: 
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Po Fi =F 
B = 3p,— 24 
hcm 24 t Te 
fi Lu 7 ei 
. und erhalte hierauf: 
(18) Ms 2 + {1 — f, — Beos(v, — A)! p, 


= — 85, n sin (Av, — A)dv, — ry, — Bo, — 7, cos (v, — À) +.-.-.- 


Das wesentlichste Glied rechter Hand ist das erste, und eben dieses 
muss transformirt werden. Wenn wir die Summe aller übrigen Glieder : 
kurzweg mit W, bezeichnen, also die Gleichung 











(19) W, = — r5, — Bip, — 7, cos Qu, — A) — 38,0, cos (dv, — A) — 
aufstellen, so haben wir. 
I do, B 
P E = E ae T. I — 8, Po cos (Av, — À) 





8j à 
de ee AL [psin (Av, — A)dv, , 


und dieser Werth von po, soll in das zu transformirendé Glied eingesetzt 
werden. Wir erhalten dadurch: 


fr min (A0, — Ajo, = SR LP sin (à v, — A)dv, 


I 


3 : 
+ I eae sin 2 (Av, — A)dv, 


+ me sin (Av, — A)dv 





D f sin( hv, — A)dv , J Po sin Qu, — A)dv, 
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Nun ist aber: 





JY A 2 sin (2, == A) dv, = i sin n (àv, — A) —- 20, cos (Av, NE A) 
— X f p, sin (Av, — A) dv, 
f sin Qo, — A)dv, f p, sin Qv, — A)dv, 


I | I rte, 
== —— COB MP, — A) fo, sin (Av, — A)dv, + TP) sin 2 (àv, — A)dv,, 


welehe Ausdrücke, in der vorhergehenden Formel eingeführt, zu der 
nachstehenden führen: 


(à? + 8, — app sin am — A)dv, = En sin (Av, — A) — Ao, cos (Av, — À) 
+ ien — ) fi sin oe — A)dv 
— Frcos(iv, may je sin (Av, — A)dv, 

— f W sin (Av, — .A)dv, 


Indem wir nun diesen Werth in die Gleichung (18) substituiren, 
bedienen wir uns der nachstehenden Bezeichnungen: 


"RA 4 5,—1 





88, 
^h Th Re 

1 /8ß, 
rd pe — B) 


unser Resultat ist alsdann das folgende: 
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(20) d’o, An, Sin (Av, — A) de, 
dv; I + 7, eos (Av, — A) dv, 





7,4° cos (Av, — A) 
I T , COS (Av, — A) Po 





+ E — f, — feos(Àv, — A) — 


87, 1 
7 Org eos (d, as Posi 2n, — Ado, 


Fie IS o AUR 
toby leone, kA) f W, sin Qo, — A)dv, 


Are 


Die mit Integralzeichen behafteten Glieder dieser Gleichung gehören 
der zweiten Ordnung in Bezug auf die Grösse y? an. Sie sind daher 
sehr klein, und. da sie weder durch die Ausführung der bezeichneten In- 
tegrationen, noch durch die Integration der Differentialgleichung wesent- 
lich vergróssert werden, so haben sie hier kein Interesse und können daher 
vernachlässigt, oder mit anderen, aus ähnlichen Gründen bei Seite gelassenen 
Gliedern als vereinigt gedacht werden. 

Nach dieser Vernachlàssigung werden wir die Gleichung (20) noch 
dadurch. vereinfachen, dass wir in derselben das zweite Glied wegschaffen, 
was dadurch bewerkstelligt werden kann, dass wir die Function o, durch 
eine andere E ersetzen, die mit der früheren durch die Gleichung 


(21) p, = Eyi + 7, cos v, — A) 
verbunden ist. Es findet sich hieraus: 


do, Of) — ae JR C 7,4 Sin (Av, — A) 
^ ipaa VI + 7, cos (dv, — A) - 3: a ee Ze 
pts dv, 2 VI + y, cos(4v, — A) 


d’o, d*E EEE: 4 dE =, Asin (Av, — À) 
E /I == — ——— ———————————— 
dw, V Lr ay ) dv, 1 + 7, cos (Av, — A) 





dv, 


Ig 7,4 cos (Av, — 4) 1 y sin (Av, — A)? ; 
2 |/r + x,eos(àv, —A)  2[t + y, eos (àv, — A)]? 
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init welchen Werthen man aus der Gleichung (20) die nachstehende erhält 


d’E 5 3 2’ eos (Av, — A) 
(22) dU | I — fj, — B cos (àv, — À) — 2h 


"o [+ 7, cos (Av, — À) 





7:4 sin (Av, — A) 


[1 + 7, cos (Av, — A)]* i 


TI 
4 


W, 


- V1 + 7, eos (dv, — A) 


In dieser Gleichung werden wir nun auch mehrere Glieder hóherer 
Ordnung in Bezug auf 5" von der linken auf die rechte Seite hinüber- 
führen. Indem wir also unter W, eine Grösse verstehen, welche mit E 
multiplicirt ist und also bei der ersten Annäherung nicht berücksichtigt 
werden kann, jedenfalls aber zweiter Ordnung in Bezug auf j^ ist, und 
indem wir die Bezeichnungen: 


3 272 
By "E Bo o a^ 


B —B +292 


feststellen, erhalten wir: 


dE à e m a W, 1 
(23) du + | I — fh — f cos (An, = A) E SS ee H 2 


VI + 7, cos(4v, — A) 


4. 


. Auf die Integration der zuletzt gefundenen Differentialgleichung 
werden wir nun unsere Aufmerksamkeit richten müssen, und zwar werde 
ich dabei die Integrationsmethode in Anwendung bringen, die ich schon 
in der ersten Abhandlung über die Theorie der Bewegungen der Himmels- 
körper vorgeschlagen habe. Eine geringe Abünderung werde ich zwar 
dabei vornehmen, welche jedoch zu unwesentlich ist um hier einer be- 
sonderen Erwähnung zu bedürfen. 
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In der in Frage stehenden Gleichung setze ist: 


20, — A= 2 — 180°, 


wo K ein vollständiges elliptisches Integral erster Gattung bezeichnet, 
dessen Modul vorläufig unbestimmt gelassen wird. Bezeichnet man nun 
der Kürze wegen: 


2 + W, 


VI + 7, cos (iv, — A) 








so erhalt man 














; r 
a^ - 
EU FE nt f cos 2 zy i 
Nun hat man aber die Entwicklung 
opu 18 ra a 2q° | 
COS 2.am2.=-.J;) t x) Ss, ; C082 7 dub uL CREER 


wo /$? eine von k oder q abhängige Constante bedeutet, deren Werth 
wir weiter unten angeben werden. Es folgt hieraus: 


COS 2 am Y — ———— 
16g ri 16q 








(Zo) oro a RM k°(1 — 4) Kg) po) 














Mit Rücksicht auf diese Entwicklung erhält man aus der vorher- 
gehenden Differentialgleichung, indem der Modul k? oder vielmehr 4 aus 
der Bedingungsgleichung 


| f k*&(1 — g®) 
2 LAT ui aas om 
(24) ADS 
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bestimmt wird, die folgende: 


d*E + [e 
m (Ge 1, 


Bei der Integration dieser Gleichung müssen wir damit anfangen, die in 
D e ? 
E multiplieirten Glieder rechter Hand wegzulassen. Die Summe dieser 
Glieder, welche wir mit W, zusammenschlagen, ist, ebenso wie diese 
Function, immer eine sehr kleine Grösse zweiter Ordnung in Bezug auf 
, e D 
pm’. Bei der Integration wird zwar die Function, welche E als Factor 
enthält, zu Gliedern Veranlassung geben, welche entweder vergrössert 
werden oder auch in » 


(Fe) 


E cs A) mme jg 





COS 2 ali x 
da? AT 


W + At az LAO 4 oR K r+. zx 


, multiplicirt erscheinen; diese Glieder sind aber 
von der Ordnung 5" und können, ihres geringen Betrages wegen, mit 
Leichtigkeit erst später berücksichtigt, und in die Hauptglieder von E 
aufgenommen werden. 

Wir bezeichnen noch 








(25) eee” (eoe A) — TO = 1 nde 


wo i die Bedeutung der imaginären Einheit hat, und erhalten alsdann 
die obige Differentialgleichung auf die von Herrn HxnwrrE angewandte 
Form der Lame’schen Differentialgleichungen gebracht, nehmlich 





= 2 
4l zx 
d’E i " d Ern (sk) 
= [ . TONS -— IW | 
(26) 4s — (2h snaz^— 1—k +k snio] E = I" Arie 

Die elegante, von Herrn Hermire angegebene Form des Integrales 
dieser Gleichung ohne das Glied rechter Hand, ist die folgende: 


4’ (iw) _ : H'{iw) : 


^ So + ie) , 0 , H (a — -— Ad g fiw) 
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wo C, und C, die beiden Integrationsconstanten bedeuten. Diese Glieder 
enthalten die Mittelpunktsgleichung und die Evection und geben einen 
sehr genäherten Werth der Bewegung des Mondperigàums. 

0 (io) " | Ern 
Bio) bezeichne ich durch PT 
Zahl, von derselben Ordnung wie y, bedeutet. Mit Berücksichtigung des 


Werthes 





Die Grósse », wo y eine reelle positive 





x = (1 —p)v, — A + pA +-7 


2K 
findet man also: d 
(ia) , : I 
ae == (1 — n. LX 
gi; Oo (1 — p)v, + pA zz 


Wenn wir nun die beiden Constanten C, und C, durch zwei andere x 
und /' ersetzen, indem wir die Beziehungen 





AN 2K” „u ol uf =) iCA'—p)t 
EWG 
Due x p PA nad 2) ioris 
LAT. 
feststellen, erhalten wir: 
/ x e 2° . . | ' , 
(28) 0(x)E =-—— {H(w+io)+ H (x —ie) cos [v (1 — p) v, — + 4— pA] 





5 2K 
—"iz* — [H (v 4- ie) — H (z — ie) sin[y(1 — p) v, — I'4- A'— uf] 


Dieses hesultat werde ich etwas nàher entwickeln und auf die in 
der Astronomie gebràuchliche Form bringen, wodurch man in den Stand 
gesetzt wird, die Bedeutung desselben leicht zu übersehen. 

Zunächst ist an die Entwicklung 


4/7 


à . m 9 + T . TT 
H(z) = 29 SM > © — q^ sin 3 ® + q° sin 5 TT —... 
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zu erinnern. Hieraus findet sich sogleich 


;x ? | ire oki te | 


eyo À ane 5% THE 
H (x + io) = ;vq€^ \e SH 
; dea Roo Rec EE | 
H(x — iw) = -yq e e (; 


Tw . . . 
und wenn man den Werth von x: einsetzt, so gewinnt man die Aus- 


drücke: 


H(v + io) + H(x — io) = 2g 6^" | cox (1 — p)v, — A + pA) 


3x4. * coe E. — uo oos A te mA] 


+ qe cos 3((1 — p)v, — A’ + pA] 





io) = — 2iyge*" [sin [Qi — pv, — A + gi 


Hz + io) — H (x 


- 
m 


— A 


—e * sin[(r — p)v, — A’ + pl 


+ q?e sin 3 [Qt — p)v, — A’ + pA] 


Bezeichnet man nun: 


€ — p — »(1 — y), 
so giebt die Gleichung (28): 
O(x)E = xcos((1 — Qv, — I) 


«m 
- (0 = | 


ie. Ra (Roc A) estu? N 


+ xq*e*" cosl 2(1 — p)v, — 2(A' — pA) + [(1 — ev, — 1] 
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Das erste Glied rechter Hand ist das Hauptglied der Mittelpunktsglei- 
chung, insofern diese in den Ausdruck für den Radius-vector eingeht; 
das zweite Glied entspricht der Evection; das Argument cv, ist endlich 
die Bewegung des Mondperigäums. 

Mit Hinweglassung der Glieder, welche in höheren. Potenzen von q 
multiplicirt sind, hat man: 


B 7 
= q 24 cos 2 — X 
7249 2K 


I 
Ox) 
= I — 2gcos2 (1 Wu, — A + pA| 


und mit demselben Grade der Genauigkeit hat man: 





e I 
VI + 7 cos(dv, — A) = 1 + =, cos 2[(1 — pv, — N + p) 


Durch Multiplication mit diesen beiden Factoren erhält man aus dem vor- 
hergehenden Ausdrücke für O(x)E, der Gleichung (17) gemäss, den fol- 
genden: 


I (o 2 e zZON. 
(29) fg «| DE (a —in)(e rade ) 


cos (1 — ev, — N 





+ x|e * — (a 1) | eost nn a +d) (1-941 
— «[a — 1n, — n | costae 0, — 4 +d] + G = de 


"E la —n| e * cos|4((1 — u, — A - pA] — ((1 — 9v — 1) 


Dieser Ausdruck von p, ist indessen noch unvollständig, indem der- 
selbe nicht diejenigen Glieder enthalt, welche aus der Function W rechter 
Hand in der Gleichung (26) entspringen. Diese Glieder werden, wenn 
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man sie zunächst in der Function E berücksichtigt, aus der nachstehenden 
Formel erhalten: 
A'(iw) : 


Iz [G(o0)? O(iw) . H(x + io) Am” | Span 


Qo sacr Td Gui Rr Be) 8(r) 


(iw) 


0%" Wd, 




















db [BO (io)  H(x — ia) EC e + do), RP, ap 
),2KKH(io)H,(io)4 (io) O(a) Oey”. ^ 


und diese Grósse ist dem Ausdrucke (27) hinzuzufügen, damit die voll- 
ständige Function E erhalten werde. 

Die Ermittelung des gemeinschaftlichen Coefficienten der beiden Glieder 
in dem vorstehenden Ausdrucke habe ich in der ersten Abhandlung über 
die Theorie der Bewegungen der Himmelskörper durchgeführt." An sich 
ist diese Ermittelung nicht von Interesse und kann daher hier übergangen 
werden, und dies um so mehr, da sie leicht, auf Grund bekannter Regeln, 
aus der Integralrechnung bewerkstelligt werden kann. 

Von den Gliedern in W, gedenke ich nur der nachstehenden, als 


1 
der gróssten und einflussreichsten 


W, = — fo — fip — 71.608 (v, — À) 
und eben diese Glieder bilden auch den Haupttheil der Function W. Das 


zweite dieser drei Glieder ist aber noch nicht auf eine solche Form ge- 
bracht, dass die Functionen unter dem Integralzeichen in der Gleichung 
(30) unmittelbar integrabel sind, wenn dieses Glied für W daselbst ein- 
geführt wird. Aus der Theorie der Erdbewegung hat man aber, wenn 
man bloss den intermediàren Werth von p, berücksichtigt, 


Po = x eos [(1 — ev, — ["] 


n 
in welchem Ausdrucke x mit der Excentrieität der Erdbahn identificirt 
werden, c'v, die Bewegung des Erdperiheliums, und /" die um 180° ver- 
mehrte Länge des Perihels (also das Perigäum der Sonne) bedeutet. Indem 
man ferner die Länge v; durch v, ersetzt und dabei die mit @ bezeichnete 
Grósse vernachlässigt, ergiebt sich 


py = x cos|(ı — e')(uo, — nA + A) — 1” 


Bihang till k. svenska Vetenskaps-akademiens handlingar, Bd. 6. 
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Mit Anwendung dieses Ausdruckes erhält man sämmtliche Glieder in W 
auf solehe Form gebracht, dass die in der Gleichung (30) vorkommenden 
Integrationen unmittelbar auszuführen sind. 

Die Einzelnheiten der hierauf bezüglichen leichten Rechnungen werde 
ich nun nicht weiter berühren, indem wir die allgemeine Form der Re- 
sultate auch ohne solche Details erkennen werden, und die bereits mit- 
getheilten Entwicklungen uns in den Stand setzen, über die numerische 
Genauigkeit, die bei der ersten Annäherung erreicht wird, uns ein Urtheil 
zu bilden. Zum Erkennen der allgemeinen Form der Resultate genügt 
folgende Bemerkung: Wenn in dem Producte 


4 (io) 
a 
(iw) 








w O(x) 


ein Glied der Form 


he?»--i5 


vorkommt, wo h, g und B beliebige aber doch reelle popapauten bedeuten, 


so enthält das Product 
0 (iw) 


‚H(& + io) — Bia * 
VW PE 








das entsprechende Glied 
he ve 


Wenn nun diese beiden Glieder in die Gleichung (30) eingesetzt werden, 
so erhalten wir das entsprechende Glied in E wie folgt: 


J' (iw) 


E xiu a, QI" Olt) fo sl dia) g^ TL ih 
^ — 4àAg2K KA (iw) H, (iw) 6,(iw) O(a) 








9' (io) 


h x [6(0)]? io) | H(x — io) e 9 ig, FUB 
iàg 2 K FH (ia) H,(2)0, (io) Ola) 





/ 
oder, wenn man jetzt B für B — (A — pA — 57) schreibt, 
: | 
EIE icles hon | 4 (0)]* O(tw) H (e + 2o) + H (v -— $e) 
Gp ais idg 2 K kW (ia) H, (ta) 0, (iw) (x) 





eos {[g — v(1 = p)v,— B| 


ha [(0)|* O(iw)  H(w+iw)—H(#— io) 
Ag 2K K'H (20)H (1e) 6, (to) e( a) 








sin {|g — (1 — lv, — Bi 


c 
wo 
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5. 


Die Glieder, welche wir jetzt theils entwickelt, theils angedeutet 
haben, entsprechen den Hauptgleichungen der Mondbewegung, nehmlich 
der Mittelpunktsgleichung, der Evection, der Variation und der jahrlichen 
Gleichung. Dabei ist auch die Bewegung des Mondperigiums, die wir 
durch cv, bezeichnet haben, ziemlich vollständig gegeben. Durch eine 
geringe Abänderung der betreffenden constanten Coefficienten, von der 
weiter unter die Rede sein soll, lasst sich die Genauigkeit noch steigern, 
ohne dass an der bisher befolgten Behandlung der Aufgabe formell Etwas 
geändert wird, so dass die Resultate immer noch als der ersten Annäher- 
ung entsprechend anzusehen sind. In der zweiten Annàherung kommen 
die Glieder, welche von den höheren Potenzen der Grössen o, und p; ab- 
hängen, mit in Rechnung, in so fern sie nehmlich die Glieder der inter- 
mediären Bahn, und namentlich die Bewegung des Perigäums beeinflussen. 
Unsere Aufgabe ist nun aber nicht die betreffenden Entwicklungen wirk- 
lich auszuführen, sondern vielmehr, die Resultate unter einer möglichst 
concentrirten Form zu erhalten. Zu diesem Zwecke werden wir zwei 
Functionen / und L, bilden, indem wir setzen: 


(32) 


Aus diesen Bestimmungen folgen verschiedene Relationen, nehmlich 
[G(z)] 7 = H(x + iw)H (x — io) 


__ .H@ + tw) — H(x — io) 
tang L, = ‘H(z ET iw) Tm H (æ e iw) 


BR N „Ha + io) 


1 2 ?H(e— iw) 


dL, = I i H’ (a + de) H' (o — iw) | 
de 2 |H(a + iw) H(a — iw) | 


Acta mathematica, 7. Imprimé le 31 Mars 1885. : 20 





154 Hugo Gyldén. 


Erinnert man sich ferner der Beziehung: 


6(0) Hí(x + iw) H(x — io) 
k (io) [9(x)}* 





= —sniw’ + snz?, 


so leuchtet die Richtigkeit des Ausdruckes 
ib gepsyuuisiiuiauelt à 
AIT ‘ao ÿ— snio’ + sna* 
sofort ein. 
Aus der Gleichung (28) ergiebt sich nun, indem die Gleichungen (32) 
beriicksichtigt werden, 


T 
LED 


Ic Y 5 Leos[L, + v(1 — pv, — 7 + A — pi), 





und, wie wir aus der Gleichung (31) ersehen, kónnen die übrigen Glieder 
in E auf eine àhnliche Form gebracht werden.  Fassen wir also alle 
Glieder in E zusammen, so können wir das Resultat, wie folgt, angeben, 


(33) n x eos (L, + À v, — B,) 
+ xl cos(L, + Av, — Bj) 
+ xl cos(Z, + 2,v, — B,) 


wo die x und die À constante Coefficienten bezeichnen, deren Werthe 
ebenso wie die der Winkel B sehr einfach zu ermitteln sind, und daher 
hier übergangen werden. Ins Besondere hat man 


E 
7 


= 1) 


3 2K 
x, = ERY ee 
vd 
À, = »(1 — p) 
E, = VE: LA 


Den Ausdruck (33) für E kann man indessen formell noch mehr 
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zusammenziehen, was für die spàteren Operationen nicht ohne Nutzen 
sein wird. Wir bilden die Functionen: 


| àcos D —.. x, 
+ x, cos [(A, — 2,)v, — (B, — B,)| 
+ y col — Ao, = (B, — B;)] 
(34) QN TT 
àsnD — x, sin{(A, — À,)v, — (B, — B,)| 
+ x,sin[(A,— A)v, — (B, — B,)] 
| Ph pps 


Die numerischen Werthe der Constanten sind nun in der Theorie des 
Mondes solche, dass x, die Summe der Übrigen bei Weitem übertrifft. 
Man kann daher annehmen, dass 9 eine immer positive Grósse bezeichnet; 
dabei wird D einen Winkel bedeuten, der wenige Grade zu beiden Seiten 
von Null hin und her schwankt. 

Für die Function 9? führe ich noch den folgenden Ausdruck an 


(35) D = 8 ++ 2 +. 
d-2 o Un. C08 (4, E Ay) % — (B, MN B,)| 2E X, cos[(A, ra A.) % ra (B, üt B,)| Tee J 


+ 2 x, {x, cos[(A, — 4,)v, — (B, — B,)] + x, cos[(A, — 4)v, — (B, — B,)] +...) 


aus dem die Entwicklungen der verschiedenen Potenzen von 9 erhalten 
werden kónnen. 

— In dem Falle, dass von den Coefficienten x,, x,, ..., alle mit Aus- 
nahme der beiden ersten verschwinden, gestalten sich die Formeln be- 
sonders einfach, und weil dieser Fall factisch in Betracht gezogen werden 
wird, so gebe ich die betreffenden Formeln an. 

Zunächst bezeichne ich 


(A, EM À)*, [xg (B, Ue B,) En 


156 Hugo Gyldén. 


und erhalte 
N "YU — ^ Et / 
à cos D = x, + x, cosw 


Ó SI D. — x, sin w 





x, Sin w 
tang D = I —— 
X, + 4 COS w 
0! = x + 29% COSW + xi 
dD %%COSW + x, i E 
dv, Er ET ( I À) 
do 4,2, Sin w (à à) 
dv, — 0 : À 


Aus der Gleichung (33) ergiebt sich nun, nachdem wir uns der Bezeich- 
nungen (34) bedient haben, 


E = 9.l.cos(L + D); 


man findet ferner, indem man der Gleichung (21) gemäss den Werth von 
p, bildet, und dabei die Bezeichnungen 


(36) 7 = 0.1.1 + y, cos(àv, — A) 
einführt, das Resultat . | 
(37) p, = 9 os(L + D) 


In gewisser Hinsicht ist diese Form des Resultates mit wesentlichen 
Vortheilen verbunden, die jedoch andererseits von Nachtheilen aufgewogen 
werden, welche ihr eigenthümlich sind. Wenn man nehmlich, mit Hilfe 
dieses Werthes, die reducirte Zeit 7 als Function der intermediären Länge 
v, entwickelt, so treten Glieder langer und kurzer Perioden durch ein- 
ander auf, eine Unbequemlichkeit, die man doch auf ein möglichst geringes 
Maass zurückzubringen suchen muss, Eine solche Reduction ist auch 
sehr einfach auszuführen, wenn man von den Gliedern der Gleichung (33) 
alle solche abtrennt, die in ihren Haupttheilen entweder constant oder 
langer Periode sind. Die Functionen d cos D und sin D werden nun 
auch diese Glieder nicht mehr enthalten und also wesentlich reducirt er- 
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scheinen. In der Mondtheorie wird es sich sogar empfehlen, von diesen 
Functionen alle diejenigen Glieder abzutrennen, die nicht in x, oder x, 
multiplicirt sind, wobei indessen vorausgesetzt wird, dass das in x, multi- 
plicirte Glied der Variation entspricht. Die jährliche Gleichung ist als- 
dann unter den abgetrennten Gliedern zu suchen. Bezeichnen wir die 
Summe dieser durch R, so haben wir nun, statt der Gleichung (37), die 
folgende 


(38) py = À + ys (L + D) 


Es ist aber bei dieser Gleichung zu bemerken, dass À an sich sehr klein 
ist, aber Glieder enthält, die im Integrale f Rdv, gross werden. Da nun 
die Function ycos(Z + D) keine, oder wenigstens keine wesentlichen 
7 eos (L + D) 

I+ fh 
vorkommen. Diesem Umstande gemäss muss die Entwicklung der redu- 
cirten Zeit als Function von v, angeordnet werden. 

Mit der Erreichung der angeführten Resultate ist das Wesentlichste 
der vorliegenden Untersuchung absolvirt; denn wir haben in dem ge- 
fundenen Ausdrucke von p, bereits einen Werth dieser Grösse, welcher 
sehr genähert ist und die wesentlichen Eigenthümlichkeiten der Mond- 
bahn angiebt. Es sind aber noch einige Bemerkungen hinzuzufügen, 


Glieder langer Periode enthàlt, so kónnen solche auch nicht in 


theils in Bezug auf die Ausführung der fortgesetzten Annäherungen, um 
die Function o, genauer zu bestimmen, theils in Bezug auf die Ermit- 
telung der Functionen y und r. 


6. 


Sobald ein genäherter Werth der Function p, oder E gefunden 
worden ist, hat man denselben in die rechte Seite der Gleichung (26) zu 
substituiren. Im allgemeinen sind die hierbei vorkommenden Operationen 
mit keinen Schwierigkeiten verknüpft, jedoch mit der Ausnahme, dass 
Glieder auftreten, welche x oder v, als Factor haben und welche daher 
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Operationen veranlassen diese zu vernichten. Solche Glieder entstehen, 
wenn für W ein Product der Form 


TT 
fE cos 28 zK* 

in die rechte Seite der Gleichung (30).eingesetzt wird, und zwar ist 
hierbei 2 der geringste Werth der ganzen Zahl s, und kommt von E 
nur der Theil in Betracht, welcher durch die Gleichung (27) gegeben ist. 
Der Coefficient f dieses Productes ist immer eine Grósse wenigstens zweiter 
Ordnung in Bezug auf f oder y”, und es wird sich zeigen, dass das re- 
sultirende, in v, multiplieirte Glied wenigstens dritter Ordnung ist. In 
Bezug auf dieses Glied, welches wir E, nennen wollen, giebt nun die 
Gleichung (30) ein Resultat der Form 











L,0'0oY 
b | H(x + to) — Ba [ H@ + to) He — — io) io 
E = CUS O(a) e COL COs 28. Cd 
(io) > . . 
, H(e — io) QG * He +iw)H(e—tw) 7 p. 
+ fC, Bier “road ef Obani cos 28 e ag d + ..., 


wo f, das Product von f und den constanten Factor in der Gleichung (30) 
bezeichnet. 
Erwägen wir nun, dass 


Hw + io)H (a — — de) x k 6 (iv) | 
|... [8a [ol]? | 





— sniw’ + snx°}, 


und erinnern wir uns der Entwicklung 


sna? = const. 
ane 2% + 1 200 x + 
—) — COS 2 — 4 COS 4 — 
2K) eli _g Moore, tor 





so ersehen wir, dass das Resultat in Bezug auf E, das folgende wird: 
\ 


La ks Go dw" [o HG + io), "n NG HES da) Ec 
17 AK) Meo ge "| 17 e) b{x) 














Ies 
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Andererseits erhàlt man aus der Gleichung (27), wenn man daselbst, und 


9 (ie) 


8o" die Grösse w um Aw vermehrt denkt, 


gwar nur in dem Quotienten 


H(w + iw) — Uem T (o; Be — He — io) „An 46 | d log 6i) 


O(a) ACTE (x) ido 








AE=—r C, —— Aw 

Es geht aus der Form dieses Resultates sogleich hervor, dass man durch 
eine passende Bestimmung von Aw, die jedenfalls eine sehr kleine Grosse 
bezeichnet, dass Glied E, vernichten kann. 

Dass die Änderung von @ übrigens keine seculären Glieder ver- 
anlasst, ist leicht nachzuweisen. Zunächst ist ersichtlich, dass sie nicht 
durch Differentiation der Functionen H (x 4- i») und H (xr — ie) entstehen 
kónnen, aber auch in den Gliedern der Gleichung (30) hat eine Differentia- 
tion in Bezug auf « kein seculäres Glied zu Folge. Wir betrachten den 
Ausdruck 

Ae) av f Fe-**da 


wo a eine beliebige Function von «c und F eine Function von x bedeutet. 
Man erhält hieraus, indem nach © differentiirt wird, 


9A d 
TT Jag?" Fe "dm — €* rFe-" dx! 
Jw T dud J 


ne a ee y? i3 Re de’. 


ein Resultat, worin die Glieder, welche x als Factor enthielten, einander 
aufgehoben haben. 


SI 


. = d; . on 
Das Resultat, welches wir fiir zz angegeben haben, ist, obschon für 
Vo 


die bisherige Verwendung hinreichend genau, doch nicht so genähert, wie 
wir es in der ersten Annäherung ohne Mühe finden können. Da wir aber 
bereits einen genäherten Werth dieser Grösse besitzen, so können wir die 
erste der Gleichungen (17) mit Rücksicht hierauf behandeln. 
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Wir schreiben diese Gleichung zunàchst in der folgenden Weise: 





1* 3 Ar 
i = — p, sin (Av, + 2y — A) PP, — 30,) &m (Ae; — 4) 


+ B. (4p, — 30x) y cos (Av, — A) 


und führen in das dritte und die folgenden Glieder rechter Hand den ge- 
niherten Werth 


Pas P^ sin (Av, — A) + AB, f Son sin (Av, — A) dv, — 38 f fm sin (Av, — A) dv; 


ein. Das Resultat, welches wir somit erhalten, bezeichnen wir, wie folgt: 


d? / , . 
(39) 24 = — A sin (àv, + 2y — A) + f. (4p, — 30%) sin Qv, — A) 


dv; 


+ D (4p, — 3p) sin 2(n, — A) + X, 


wobei wir gesetzt haben: 
(40) X, = Aff (40 — 3,5) cos (Av, — A) f jJ 00 sin (Av, — 4) dv; 


— affi (Ap, — 3,1) cos Qv, — A) [ f pt sin Qo, — A) de 


Die Function X, ist. also, wie man leicht erkennt, eine sehr kleine Grósse, 
erstens zweiter Ordnung in Bezug auf f, dann aber auch zweiter Ord- 
nung in Bezug auf die Constanten x und x. 

Für die Integration einer Gleichung der Form (39) habe ich in 
der ersten Abhandlung über die Theorie der Bew. d. Himmelsk. eine 
Methode gegeben, die zwar keine directe ist, sondern das Resultat durch 
fortgesetzte Annäherungen giebt. Im vorliegenden Falle convergiren diese 
aber äusserst rasch, weil die in der ersten Annäherung vernachlässigten 
Glieder eine sehr kleine Grösse, von der Ordnung (4) — 3)’ bilden. 
Die Auseinandersetzung der Methode brauche ich hier nicht zu wieder- 
holen; es genügt, die Resultate der ersten Annäherung anzuführen. 
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Aus der Gleichung: 











bestimmen wir den Modul &, und bezeichnen 


2K1 
= za, — A); 


wir erhalten alsdann: 


I 


(41) X = am&— (Mm, — A) + Vy, 





wobei V, aus der nachstehenden Gleichung zu bestimmen ist: 





O!(£ Hi, 
V, = C, dn& 4 C, dn | os x*l 





dné "Erde 
+ aR À” ses (dn )* 
28, © = 
qu m 


Die Buchstaben K und E bedeuten hier, wie gewöhnlich, die vollstän- 
digen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung, und die Grösse X 
bezeichnet die Summe aller Glieder rechter Hand in der Gleichung (39). 
Die willkürliche Constante C, kann sofort gleich Null gesetzt werden; 
die andere Constante C, muss man aber in der Weise bestimmen, dass 
die Glieder, welche den Factor & erhalten, zum. Verschwinden gebracht 
werden. Solche Glieder lassen sich übrigens direct, durch eine geringe 
Änderung des Coefficienten 2, vermeiden. 

‚Handelt es sich nun darum, die y-Function an und für sich zu ent- 
wickeln, so muss der bereits gefundene Werth von p, in die Function X 
substituirt werden; beabsichtigt man aber eine neue Annäherung in Bezug 
auf o, durchzuführen, so ist diese Grösse als noch unbestimmt in den 


[x dn €dé 


’ : 1 1; 
Formeln beizubehalten, und man erhält alsdann ein Resultat für i 


welches in derselben Weise, wie es in dem Artikel 3 gezeigt wurde, zu 
verwenden ist. 
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Die Herstellung der Function erheischt indessen noch die Entwick- 
lung des Integrales 


f 7 cos(L + D)sin(Av, — A) dv, 


und anderer, mit diesem verwandten. Ich werde daher die allgemeine 
’ e 
Form 
U E gin D) M] dv, 


in Betrachtung ziehen, aus welchem die Entwicklungen der vorkommen- 
den Specialfälle zu erhalten sind. In diesem Ausdrucke bedeutet s, nicht 
minder als m ganze Zahlen, von welchen m auch negativ sein kann; .M 
eine Constante, und A, einen beliebigen positiven oder negativen Coeffici- 
 enten, welcher natürlich auch die, dem Buchstaben À vorhin beigelegten 
Werth haben kann..— Man kónnte nun die Function dU in leichter 
Weise, in eine direct integrable Form gebracht erhalten, indem man 
die Entwicklung der Function z'£"^*P zuerst durchführte — in welcher 
die Differenz s—m immer eine positive gerade Zahl, Null nicht aus- 
genommen, bedeutet — allein dadurch würde man die concentrirte Form 
der Resultate, die wir doch beizubehalten bestrebt sind, aufgeben. Ein 
anderer Ausweg, die Integration durchzuführen, ist daher erforderlich. 
Um eine solche vorzubereiten, setze ich: 


U da Pr eilm(L+D)+ dort M] 


Wenn nun dieser Ausdruck, nach ausgefthrter Differentiation, mit dem 
vorhergehenden verglichen wird, so finden wir die Gleichung: 


fn (RE +) ea IP +e dP 


in welcher Gleichung die asta Werthe der Differentialquotienten 


einzusetzen sind. Man erhalt somit ein Resultat der Form: 


I = [ig — 2esin(lv, — À) + PP ne, 


indem man sich unter g und 2e zwei constante Coefficienten denkt, von 
denen die zweite von der Ordnung des Verhiltnisses zwischen Evection 


Die intermediire Bahn des Mondes. 163 


und Mittelpunktsgleichung, multiplicirt mit einer ganzen Zahl, ist. Die 
Function ¥ bedeutet dabei ein Reihe Glieder, deren Summe immer klein 
im Verhältniss zu 2e bleibt. | 

Wir setzen hierauf: 


gi pd a s.s 


und bestimmen die einzelnen P aus den Gleichungen: 











A , dP 
1 = [ig — 2esin(d4v, — A)J P, + —— 
dv, 
Muy y ee Le 
0 PP g = 0 1 dv 
0 
PE Sipe IR + 
2l ol i: = 0 2 dv 
5 0 
us w. 
Hieraus findet sich: 
igvo— = cos (Avy—A) (^ igvo+ = cos (Aty—A) 
— igvg— —- cos (Avg——- igvy + — cos (Àrg—. 
ne : a e. * dv, 
: 25 a 4) += a ) 
—igvy— — COS (Avo-— 4 igto+ — COS (Avo— À : 
P =—e ’ fe ’ P, du, 
igvy— == cos (Avy—4) igvy+ 2 cos (AA) 
— igvgy— — cos (Avg — E igvy+ — cos (4v9—. 
ca ume" dv, 
u. s. w. — Ohne Schwierigkeit würde man, auf Grund dieser Ausdrücke, 


die betreffenden Functionen entwickeln kónnen, allein wenigstens die erste 
derselben làsst sich durch die Methode der unbestimmten Coefficienten 
noch einfacher ermitteln. 

Zu diesem Zwecke setzen wir: 


iP, = p, + p uen + gin abe ue. 


+ Mer inr d + CN noon + tn 
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welche Bezeichnungsweise die folgenden Bedingungsgleichungen nach sich 
zieht: 


Ds pg PAc Me 
o = (2 + g)p, + ep, — ep, 
O = (24 + NM + Ep, — =p, 
\ u. S. W. 
o=A— gp. + Ep, — ep 
o = (24 — g)p_, + ep. a4 — EP; 


Uses.) Wi 


Aus diesen Gleichungen folgen, indem s eine positive ganze Zahl bedeutet, 


= 














€ 
D ee MR E er RAR! 
pri dep duct Data a = => W 
ps $À +79 Ps sh—g 


und die Beziehungen geben zu den nachstehenden Kettenbrüchen Anlass: 











€ 
9j 5s vá sÀ cg 
Ps—1 "M (p E 
(s + gs + 1)4 + g] 
I + EA Let Er ei eee 
[(s + 1)4 + g][(s + 2)A + 9] 
pe CMS S 
Ben sil] sh—y 
Post. Ch 
I TEEN 
Fi gle + 0i— gl 
e? 
I Ata roo AAT e denm n UN EN 
* (3 1)i— ge 4 2) — g] 
LA M 


Diese Ausdrücke erweisen, nicht nur dass die Kettenbrüche con- 
vergent sind, wenn s einen hinlanglich grossen Werth hat, sondern auch 
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dass die Reihe, welche die Function P, darstellt, immer convergirt, den 
Fall jedoch ausgenommen, wo sA—g den Werth Null annehmen kann. 
Solche Falle kónnen indessen vermieden werden. 


Hat man nach den angeführten Formeln die Verhältnisse z und = 
0 0 


gefunden, so ergiebt sich der absolute Werth von p, aus der Gleichung: 


Pipes = —?) 
Po Air À = Po 

Die übrigen Gleichungen des Systems, welches die Function P be- 
stimmt, lassen sich in eine Reihe anderer Gleichungen zerlegen, von denen 
jede einzelne die Form der soeben betrachteten hat, und also durch die 
angeführten Ausdrücke integrirbar sind. In der That, wenn die Gleichung: 


amp 


n—1 


PTT Ly ea to—4s) 
8 
besteht, so setze man: 
P, = ER y nm eo) 4 zB, giCto AD + 
0 1 n. M x 


zur Bestimmung der Function P,, erhält man alsdann die Gleichung: 


= ig + 4) — 26 sinis, — A)]P,., + Ya 
Vo 
welche mit der Gleichung, woraus P, bestimmt wurde, ganz analog ist; 
nur steht g + A, anstatt der Constante g. 

Wir kommen endlich zu der Aufgabe, die reducirte Zeit r als 
Function von v, zu ermitteln: dieselbe ist jedoch nunmehr leicht zu lösen, 
weil die soeben auseinandergesetzte Integrationsmethode auch jetzt Ver- 
wendung finden wird. Man hat nehmlich nur den Werth von dr aus 
der Gleichung (15) nach den steigenden Potenzen der Grösse p, zu ent- 
wickeln, wonach die Reduction auf integrirbare Formen ohne besondere 
Vorschriften àusserst leicht auszuführen ist. — Man hat aber hierbei die 
Glieder besonders zu beachten, -die aus R herrühren; der constante Theil 
dieser Grösse, ebenso wie die constanten Theile von R’, R°,..., z^, x, ... 
müssen in dem: Factor p berücksichtigt werden, und man kann diesen, 
wie schon hervorgehoben wurde, in solcher Weise bestimmen, dass die 


mittlere Bewegung durch das Product vaa à ausgedrückt wird. Die 
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Glieder langer Periode, welche in den erwähnten Functionen vorkommen, 
werden durch die Integration direct vergróssert, und es ist zweckmässig, 
sie besonders zu behandeln, d. h. sie nicht mit den Gliedern kurzer 
Periode, wie z. B. ycos(L + D), z^cos2(L + D), u. s. w. zusammen- 
zuschlagen. Man kann nehmlich mit den zuletzt genannten Gliedern, oder 
vielmehr mit der Function, aus welcher sie entstehen, eine gewisse Trans- 
formation vornehmen, wodurch der Ausdruck für z wesentlich an Über- 
sichtlichkeit gewinnt; ich muss sie indessen hier bei Seite lassen, um 
diese Abhandlung nicht zu sehr auszudehnen. 


8. 


s 


Bevor ich zu der Mittheilung der numerischen Resultate übergehe, 
will ich einiger Zusatzglieder gedenken, welche bisher vernachlässigt 
wurden, die aber leicht nachträglich Berücksichtigung finden können. 
Es sind dies die Glieder, welche aus der Function 


G = 2p [f p, dv, — 2p f p, dv, 


herrühren. Diese Function, die bisher vernachlassigt wurde, veranlasst 


in Q, und P,, als den wesentlichsten, die Zusatzglieder: 


AQ, = — 6p! cos(ào, — A) f p,dv, 


0 


AP = — 6p! sin (dv, — A) fp, dv, 


Hiermit ergeben sich: 


d; ; 
A de = — 6p? fcos(àv, — À) dv, fp, dv, 


—4A P,— 24.2 = 6u’sin(Av, — A) f p,dv, + 127° [ cos (ao, — A)dv, f p,dv, ; 
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und wenn man auch hier die im Art. 3 angeführte Transformation an- 
wendet, und dabei alle unwesentlichen Glieder weglässt, so wird zunächst: 


—AFP,—2A d = — 6 sin (iv, — A) Ge — 124 ^ f cos( (Av 4): js, d" 
== — 6p sin (àv, N — 121° cos(Àv, — A)p, 
— 1 2p°A {sin (dv, — A), dv, 
In dem letzten Gliede dieses Ausdruckes setzen wir den Werth: 


uu. Ce 8 1 oos ios e Le 
Pe Nie oe EEE 
0 0 0 7, |! + 7, eos(Av, — A)| 


ein, und erhalten, immer mit Hinweglassung unwesentlicher Glieder: 





d; d 
— AP, eg Oe (s + 22) sing d 


— an(s —*) cos(Av, — A)p, 


0 


Hiernach findet man leicht, als Correction von 2, den Werth: 
= x 
Ag = su'(67- + A— 4) 


Diese Vorbemerkung musste vorausgeschickt werden um eine der 
folgenden Zahlen motiviren zu kónnen, die mit Rücksicht auf die zuletzt 
gegebene Correction berechnet worden ist. 

Mit den bekannten Werthen der mittleren Bewegungen des Mondes 
und der Sonne, nehmlich: 


logn = 7.2350019 
E | in 365. Tagen 
logn’ = 6. 1125936] 4 
ergaben sich: 
logy = 8.8775917 


log À = 0.2669659 
log 8, = 7.9312747; 
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und hierauf: 
logf, = 7.9307323 
log g = 8.2142154 


o 


| 


logy, = 7.4557767 
logy, = 8.2496706; 
ferner: 
logy, = 0.3852098 
logy, = 8.1821890 
logy, = 7.6266856; 
und endlich: < 
log &) = 7-9153485 
log 8 —.9.0107692, 
in welchem letzten Werthe die Correction Ag bereits aufgenommen 
worden ist. 
Nachdem diese Vorbereitungsrechnungen erledigt waren, ergab sich 


die Grösse q aus der Gleichung (24), oder vielmehr aus der, dieser Glei- 
chung entstammenden Reihe: 


Es fand sich: 
logq = 7.8747530 


Vermittelst der bekannten Formeln: 





k P ils + qxi Fini 





ergaben sich ferner: 
log k = 9.5265621 


1 2K 
og = 





—= .0126229 
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Zur Berechnung des Gliedes 57/7? dient die Formel: 


2 
(a) [= — 32 |: 


q° = 2G 


q 
ar 


= — 324r + 29° + ag* +...) 


welche leicht aus der Gleichung 





ger qo 


; 2 m3 
Pix x) een; VET tes 


gefolgert wird. 
Setzt man nun in die Gleichung (25): 


c 2 
Cx) 


4 
muc d A AM uw xh 











so findet man, auf Grund der vorhergehenden Entwicklung, 


Po = B — 8A g'(1 + 29° + 49° +...) 


" Die Einsetzung der bereits angeführten Werthe in die rechte Seite dieser 
Gleichung ergab: ? 
log 2, = 7.8255800; 


und da die Grósse sniw aus der Gleichung 


NN SET As ae V? - 
Kante — 1a) (1 — %) 
bestimmt wird, so ist: 
log k? sni? = 8.9771709, 
Zur Ermittelung von &*^ dient die Entwicklung 
. . 7 > TT XE 2 I + q 
—iksniwo = T (g^ Ls o. *K oe, ae E 
[a — 9 — gh” — oY 
2v/q*(1 + 4^) 
ik va ( ES 


I VM 
(rg oae eR | 
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Der Kürze wegen bezeichne ich: 


und setze: 
o = — iksnio, 


so dass 


log o = 9.4885855, 
und erhalte hierauf die erste Annäherung in Bezug auf x, wenn ich 
diese Grósse aus der quadratischen Gleichung ! 


e(1 — q) = 2yq(1 + Vee + qox? 


bestimme, woraus fiir die Unbekannte die nachstehende Reihe erhalten 


wird: ; 
c(1—9"* 2K{, _ FUN (=) — 











TT 


2Jq(1 + 9) 7 | 41 + 9 


Nachdem x in solcher Weise näherungsweise bekannt geworden ist, setzt 
man diesen Näherungswerth in den Ausdruck: 





und erhàlt hierauf einen schon sehr nahe richtigen Werth aus der ku- 


bischen Gleichung 


_ T I 
dax 2y4(1 Zu ]);k* (1 Saree P 


Nach Einsetzung der numerischen Werthe fand sich: n 


log x = 0.2401030 


woraus sogleich folet: 


log e? ^ = 0.3412369 


Die Berechnung der Grösse, die wir mit » bezeichneten, kann mit 


Hülfe der Entwicklung 


8 


8o) 7 zx — Fo g: q 
io) LX e. Kee 7% ) (1 — g)’ — qe’ T (1 — 9°)’ — q?a* Sos 
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gefunden werden, wo wir.unter der Bezeichnung x fortwährend die Grösse 
3 e 


x ~ 
T 


el 


e* — e ?% verstehen. Aus diesem Werthe folgt: 
Bst 2K e "T ^] 
y af + a ue ser aue , 
wonach die nachstehende Formel für ¢ gefunden wird: 
c= u—2(1—yu)a(e* te * —-+. | 
p21 pol he + 





Das Resultat ergiebt sich aber aus dieser Formel nicht sehr genau, 
weil € sehr viel kleiner ist, als die beiden Zahlen, deren Differenz sie 
ausmacht. Eine Formel für c, die schärfere Resultate liefert, erhält man 
in der folgenden Weise. 

Die bekannte Entwicklung der elliptischen Function dniw giebt uns 


Dr Ee a 








Re gt Lace Voice itera Sog: qM 
(gen a Fr rae 





2/3 
aon) A = dnio = 1 + 20 nn 


Erinnert man sich des Werthes 


so leitet man aus der vorstehenden Formel ohne Mühe die folgenden ab, 


wobei die Entwicklung von — zu berücksichtigen ist, 
ri 


4 





= E Em 
O= sh tga +. + # —...)—# 





4 
I —4 
(1 — g)* — qa’ ile 





+ 2(1 — pa 


Diese Gleichung addiren wir zu dem vorstehenden Ausdrucke von c, wo- 
durch die gróssten Glieder sich aufheben, und es bleibt: 


I — 41 
tet +(1—a(“—...) 
— 4 ji) we (1 — q)* — qa’ ER n) (1 — gt — N)’ — qe?)’ 
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eine Formel, welche unter Berücksichtigung, dass 


m 7 
— = 0 — —0 


ce == 1S eC 


ist, sowie unter Hinweglassung der ‚Grössen von der Ordnung g° gefunden 
wurde und welche endlich in die folgende übergeht: | 


| l= 4(1 — #) xxt 
= ht gb TT RE er oer er NU es à 


Nach dieser Formel wurde c berechnet, und es fand sich: 
c = 0.009117 


wahrend der wahre Werth 0.008539 beträgt. Das in unserer ersten 
> . I 
Annäherung gefundene Resultat ist also um etwa 1; des wahren Werthes 


zu gross gefunden. Der Unterschied beider hätte noch erheblich geringer 
gemacht werden können, wenn wir die Glieder, welche vom Quadrat der 
Neigung und von den Quadraten der Excentrieitäten abhängen, berück- 
sichtigt, und überhaupt alle Glieder höherer Ordnung sorgfältig mit- 
genommen hätten, deren Mitberücksichtigung die Form unserer Lösung 
nicht geändert haben würde. Dies lag jedoch ausser dem Bereiche un- 
serer Aufgabe, die nur eine erste Annäherung bezweckte. 
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ÜBER DIE AUFLÓSBAREN GLEICHUNGEN VON DER FORM 
x’ + ux + p o 
VON 


C. RUNGE 


in BERLIN. 


Eine irreductible Gleichung von Primzahlgrad p ist dann und nur 
dann auflösbar, wenn, unter &, &, ..:, £, , eine gewisse Anordnung der 
Wurzeln verstanden, die Substitutionen ihrer Gruppe unter den folgenden 


enthalten sind:! 
£ P ipiis 
£ BI, 1, ...,.:p—1 
à 6 


(wo der Index auf den kleinsten Rest modulo p zu reduciren ist), oder in 
der Ausdrucksweise von Herrn KRONECKER, wenn eine der »metacyklischen» 
Functionen rational ist. * à 

Um zu entscheiden, ob eine irreductible Gleichung von Primzahl- 
grad auflósbar ist oder nicht, hat man also die Gleichung aufzustellen, 
welcher irgend eine metacyklische Function genügt und zu untersuchen, 
ob dieselbe eine rationale Wurzel besitzt oder nicht. 

Theoretisch ist es dabei völlig gleichgültig, welche metacyklische 
Function der Rechnung zu Grunde gelegt wird. Es genügt, dass sie 
metacyklisch sei, d. h. dass sie bei den oben genannten Substitutionen 
ihren Werth nicht àndere, bei jeder andern Substitution dagegen in einen 
andern Werth übergehe. 


! Vergl. SERRET: Cours d’Algebre supérieure, Tome II, Sect. V; N° 588 u. 589. 
? Vergl. Monatsberichte der Berliner Akademie, 3 März 1879, IL, $ 6. 
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Für die Gleichung fünften Grades genügt jede inetacyklische Function 
einer Gleichung sechsten Grades, deren Coefficienten rationale Functionen 

Coefficienten der Gleichung fünften Grades sind. Für eine besondere 
metacyklische Function hat bereits MarrarrI die entsprechende Gleichung 
sechsten Grades gebildet, ohne jedoch die wahre Bedeutung derselben zu 
kennen. \ Denn er bestritt die von Rurrısı behauptete Unauflósbarkeit der 
allgemeinen Gleichung fünften Grades und konnte also nicht wissen, dass 
die von ihm gebildete Gleichung sechsten Grades das Kriterium der Auf- 
lósbarkeit liefert. ! 

MALFATITS Rechnung ist einigermaassen weitläuftig. Ein kürzeres 
Verfahren hat Jaconr vorgeschlagen, ? welches weiter unten angewendet 
werden soll. 

Für die Gleichungen von der Form 


v? + wr + 0 = 


vereinfachen sich die Ausdrücke erheblich und hier gelingt es die fol- 
genden beiden Resultate abzuleiten: | 

1. Beschrankt man w und v auf alle ganzzahligen Werthe, deren 
absoluter Betrag nicht grósser ist als eine ganze positive Zahl n, wodurch 
man also (22 + 1)* Gleichungen erhält, so ist die Menge der auflösbaren 
unter ihnen für einen hinreichend grossen Werth von » gegen die ganze 
Anzahl beliebig klein. 

2. uw und v lassen sich als rationale Functionen zweier Parameter 
À und-y dergestalt ausdrücken, dass durch Einsetzen irgend welcher ratio- 
nalen Grössen für A und y immer eine auflösbare Gleichung. entsteht 
und "umgekehrt jede irreductible auflösbare Gleichung von der Form 
v^ + ue + v — Oo durch Einsetzung zweier rationalen Grössen für A und 
j» erhalten werden kann. 


: . Vergl. Bnroscur Atti dell Istituto Lombardo, IX, 1863, pag. 215—232. 
* Observatiunculae ad theoriam aequationum pertinentes, CRELLEs Journal, Bd. 13, 
und Gesammelte Werke, Bd. III, pag. 276. 
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e 


1. 


Versteht man unter z,, 2,, 7,, 7,, , die fünf Wurzeln der Gleichung 
fünften Grades, so ist 


GX, FI, + wv, + w,v, + vw, 


eine zwölfwerthige Function. Denn sie bleibt bei den zehn Substitutionen 


( ) En ) 
2—0:1,2,9,4 
. t , , 2 , 
T3148 


Die zwölf conjugirten Functionen gruppiren sich paarweise, so dass 
je zwei bei derselben Gruppe cyklischer Substitutionen ungeändert bleiben. 
So gehórt zu 


und nur bei diesen ungeändert. 


0%, + vv, + UU, + 9%, + v.m, 


diejenige conjugirte Function, welche aus ihr durch eine der Substitutionen 


( A | (a=2, 3) 
Kar 


DT + Dt, RA DT + 8%, + Lilo. 


hervorgeht, also 


Es werde die erste mit y,, die zweite mit y, bezeichnet. Beide bleiben 
bei denselben zehn Substitutionen ungeändert. Daher ist y, — y, eben- 
falls eine zwölfwerthige Function. Hier sind die paarweise zusammen- 
gehörigen conjugirten Functionen einander entgegengesetzt. 

Bei Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante {A bleiben 
nur 60 Substitutionen übrig, zu denen auch diejenigen gehören bei denen 
y, und y, ungeändert bleiben. Daher hat y, — y, nach Adjunction der 
Quadratwurzel aus der Discriminante nur sechs Werthe. Bezeichnet man 
dieselben mit 2,, 2, ..., 2, so sind — 2, — 2, ..., — 2, die andern 
sechs conjugirten Werthe. Die Functionen z,, ¢,,..., z, gehen nur durch 
solche Substitutionen in einander über, bei denen die Quadratwurzel aus 
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der Discriminante ungeändert bleibt. Wendet man daher auf z,, z,, ..., z, 


irgend eine Substitution an, welche die Quadratwurzel aus der Discrimi- 


nante in ihr Entgegengesetztes verwandelt, so müssen z,, 2,, ..., 2, in 


irgend einer Reihenfolge in — 4, — z,, ..., — 2, übergehn. 


42 
Eine homogene symmetrische Function von z, ..., 2, kann also bei 
1» +++, 2, höchstens in ihr Ent- 
gegengesetztes übergehn und zwar auch nur dann, wenn ihre Dimension 
ungrade ist. 


Sei 


irgend welchen Vertauschungen von z,, « 


2^ «p az ag +...+4a o 


die Gleichung, deren Wurzeln z,, 2,, ..., 2, sind, so müssen also a,, 


a,, a, ganze symmetrische Functionen von z,, 7,, ..., v, sein, während 


4? 6 4 
(,, a, sich nur durch einen ganzen symmetrischen Factor von YA 
, @, resp. von den Dimensionen 
2, 6, 10, und JA von der 10. Dimension in &,,%, .., 2, Also müssen 
a und a, Null sein, während a, sich nur durch eine ganze Zahl von 


VA unterscheidet. 


a, 


unterscheiden können. Nun sind a, a 


Die Gleichung hat mithin die folgende Form 
6 4 2 DS 
2+a2 a£ +a, = myAze 


(wo m eine ganze Zahl bedeutet und a,, a,, a, ganze ganzzahlige Func- 
tionen der Coefficienten der Gleichung fünften Grades sind). ' 
Beschränkt man sich auf die Gleichung 


z^ + ux + v — o, 


' In der oben angeführten Abhandlung von JACOBI, der diese Deduction entnommen 
ist, findet sieh ein Fehler. Er bemerkt nicht, dass die Funetion 


2%, + 2%, T Ti T 2%, T ee, 


ausser bei den cyklischen Substitutionen ( | ) noeh bei den Substitutionen ( ) 
V1.8 V41 48 


ungeündert bleibt und dass diese Eigenschaft für die Argumentation wesentlich ist. 

An Stelle der cyklischen Function, welehe er mit dem Symbol (12345) bezeichnet, 
ist eine solehe zu setzen, die bei den genannten IO Substitutionen ungeündert bleibt; als- 
dann sind seine Folgerungen richtig. 
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so sind «,, a,, a, ganze ganzzahlige Functionen von # und v. Da aber 
v von der fünften, « von der vierten Dimension ist, so folgt, dass 


mit N ER p 3 
(, = mu, a, a, = MU 


(wo m,, m,, m, ganze Zahlen sind). 


3 


Um. m,, m,, m,, m zu finden, setze man v= —.1, v=o. Dann 
NUM ——— 4^ und 2 = da Un, V, 
ms d ML ASIE MESS Oh, ELLO. atu Ay, 2-b- At, + —- 2 + 45 


2° — m,z* + m,z? — m, + 16imz = (2 + 2i)! (2? — Biz — 20) 


= a^ + 202* + 2402! — 320 + 512iz 
und daher 


(2° — m,z* + mz” — m,)" + 16*m*z* = (2° + 4)*(2" + 242° + 400). 


Mithin wird die Gleichung für z, nachdem man durch Quadriren die 
Wurzel VA weggeschafft hat, 


(z^ — 20uz* + 240w'z? + 3200”)? = 4" Az, A AW +5 v, 


oder 
(2? — 4u)* (z* — 24uz? + 400w?) = 4°.5°.v%27. 


2 
Z . LJ . . . é . 
Setzt man e = pido. ist o eine metacyklische Function und ihre Gleichung 


(1) (c? — Sue? + 15w?o + 5u°)? = Ao 
oder in andrer Form 
(2) (a — wu)* (e? — 6uo + 25u^) = 5° v's. 


Nur für solehe Werthe von w und v, für welche diese Gleichungen eine 
rationale Wurzel haben, kann die Gleichung x’ wr + v = o auflósbar 
sein, vorausgesetzt, dass sie nicht in Factoren zerfallt. Im letzteren 
Falle ist nicht nothwendig einer der sechs Werthe von 5 rational, 
wie weiter unten an einem Beispiele gezeigt werden wird. Umgekehrt, 
wenn die Gleichungen (1) und (2) eine rationale Wurzel ergeben, so kann 
man daraus noch nicht schliessen, dass x^ + wr + v = o auflösbar ist. 
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Sondern. es ist erforderlich, dass die rationale Wurzel eine einfache Wurzel 
sei. Nur unter dieser Voraussetzung ist die Function von x,, x,, .., v;, 
welche diesen Werth annimmt, eine metacyklische.. Denn im entgegen- 
gesetzten Falle bleibt sie bei noch anderen Substitutionen ausser den 
metacyklisehen ungeändert. Untersuchen wir, welche Beziehung zwischen 
w und vo bestehen muss, damit die Gleichungen (1) und (2) eine mehr- 
fache Wurzel besitzen. In diesem Falle muss zugleich die Ableitung 
nach o verschwinden. Es muss sein 


2(30° — 10ue + 15u*)(o° — 5uc^ + 150°o + zu”) = A. 
Also wenn dieser Ausdruck für A in (1) eingesetzt wird 
(c? — suc? + 15u!e + 5u?) 


(c* — 5uc* + 150°0 + 5u* — 60° + 20uc^ — 30w*e) = o 
oder | 
— 5(0° — suc? + 150°0 + 5u?)(o — u)’ = o. 


Es wire also entweder 


c! — 5ua^ + 151’ + zu’ — 0 
oder 
o—u= O. 
Im ersten Falle folgt aus (1) Ac — o, also entweder A =o oder «= o. 
Im zweiten Falle & — « =o folgt aus (2) ve*s — 0,.also auch entweder 
"9 — © oder e = o und daher «w = o. 

Wir haben also drei Möglichkeiten A = 0, ? — 0, c — o. Die 
dritte reducirt sich auf die erste; denn soll e — o eine mehrfache Wurzel 
sein, so muss in (1) sowohl das von c unabhängige Glied als der Coef- 
ficient der ersten Potenz von e verschwinden, also # — o und A =o 
sein. Mithin können die Gleichungen (1) und (2) nur dann eine mehr- 
fache Wurzel besitzen, wenn entweder A — o oder v — o ist. In beiden 
Fallen ist die Gleichung | | 


x Lux +v—=o 
reductibel. 
Für irreductible Gleichungen ist es daher eine nothwendige und 
hinreichende Dedingung der Auflósbarkeit, dass die Gleichungen (1) und 


(2) eine rationale Wurzel besitzen. 


be aged) 
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IL. 


Für den Fall ganzzahliger. Werthe von w und v sollen nun die 
Gleichungen einer nàheren Betrachtung unterworfen werden. Dann sind 
die Coefficienten der Gleichungen (1) und (2) ganze Zahlen und der Coef- 
ficient der höchsten Potenz von a ist gleich 1. Daher ist jede rationale 
Wurzel nothwendig eine ganze Zahl. ' Nach dieser Bemerkung ist es 
nicht schwer zu sehen, dass jedem ganzzahligen Werthe von « nur eine 
endliche Anzahl ganzzahliger Werthe von v und jedem ganzzahligen 
Werthe von v nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Werthe von w ent- 
spricht, für welche (1) und (2) eine rationale Wurzel erhalten kónnen. 
Auszunehmen sind dabei nur die Werthe «=o und v=o. Für diese 
erhalten (1) und (2) bei beliebigen rationalen Werthen von v resp. x 
immer eine rationale Wurzel. 

Habe zunächst w einen bestimmten ganzzahligen von Null verschiede- 
nen Werth. Soll ein ganzzahliger Werth von o die Gleichungen (1) und 
(2) befriedigen, so muss dieser Werth ein Theiler des von & unabhängigen 
Gliedes sein. Der Werth von o, welcher diese beiden Gleichungen be- 
friedigt, muss also ein Theiler von 254^ sein. Das ergiebt eine endliche 
Anzahl ganzzahliger Werthe für c. In Folge von (2) lässt sich nun v' 
rational durch o und » ausdrücken. Wir erhalten also für v nur eine 
endliche Anzahl ganzzahliger Werthe, für welche o rational sein kann. 

Giebt man andrerseits v irgend einen von Null verschiedenen ganz- 
zahligen Werth, so ergiebt sich durch eine ähnliche Schlussfolge nur eine 
endliche Anzahl ganzzahliger Werthe von w, für welche die Gleichungen 
(1) und (2) eine rationale Wurzel besitzen können. 

Es folgt zunächst aus (2), dass e nothwendig positiv sein muss, weil 
(a — u)‘, o — 6ou + 25u? oder (was dasselbe ist) (cs — 30)” + 160° und 
»' positiv sind. Ferner muss a’ — 6ou + 25u” ein Theiler von 5’v'r 
sein. Mithin 

ag? — 6ou + 25u? < 5°v'o 


* Vergl. SERRET: Cours d’Alg., Section I, Chap. VII, N:o 149. 
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oder 
a^ — bau < 5* vía 
und daraus 
ao — 6u < 5*v* 
Andrerseits ist | 
(e — 3u)* + 16u? < 5?v'a 
und daher 
16u^ < 5°v'a 
Mithin 
16u* << 57 vo” + 55. 6.o*u. 
oder \ 
u(16u — 5?.6.v*) < 51° 


Für negative Werthe von w sind beide Factoren der linken Seite gleichen 


ee und daher der absolute Betrag eines jeden kleiner als 5 ‘0%. 
Für positive Werthe von w ergiebt sich 


164 — 5°.6.0° < 5''v° 
oder 
I6N « 5!*'y* + 5*.67w^ 


Auch hier kann es also nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Werthe 
von w geben, wofür (1) und (2) eine rationale Wurzel besitzen. 
Untersuchen wir z. B. die Gleichung 


x +x+v—=o 


Eine rationale Wurzel von (1) und (2) müsste bei ganzzahligen Werthen 
von o ein positiver Theiler von 25 sein. Es bleiben also nur die Még- 
lichkeiten a = 1, 5, 25. Für dieselben hat (e — w)'(e? — 6uo + 25u°) 
die Werthe o, 4°.5, 3'.4'.5*. Da diese Werthe durch 5*?. c theilbar sein 
müssen um ganzzahlige Werthe von v zu liefern, so ergiebt sich « = 1; 
v =o allein als zulässig. v =o ist der einzige ganzzahlige Werth von 
v», wofür die Gleichungen (1) und (2) eine rationale Wurzel haben. Man 
bemerke zugleich, dass auch für solehe ganzzahligen Werthe von v, für 
welche x^ + x + v reductibel ist, z. B. für v = 2, die Gleichungen (1) 
und (2) keine rationale Wurzel besitzen, dass also aus der Auflösbarkeit 
der Gleichung fünften Grades allein ohne die weitere Voraussetzung der 
Irreductibilitàt nicht auf die Rationalität einer der Werthe von g ge- 
schlossen werden kann. 


ree oo e 4 


Oo 
+ 


Über die auflósbaren Gleichungen von der Form &° + ws + v = O. Il 


I. 


Beschränkt man w und v auf alle ganzzahligen Werthe, deren ab- 
soluter Betrag nicht grösser ist als 5, so erhält man (2» + 1)’ Glei- 
chungen. Von diesen sind zunächst alle diejenigen auflösbar, in denen 
& — O ist. Ihre Anzahl ist 22 + 1, welche gegen (21 + 1)* mit wachsendem 
n verschwindet. Alle übrigen auflösbaren Gleichungen sind nach dem, 
was wir oben gesehn haben, jedenfalls nicht zahlreicher als die Anzahl 
aller Divisoren der Zahlen 


25u° (u=+1, £2,..., € n) 


vermehrt um die Anzahl aller reductibeln Gleichungen. 

Es soll jetzt gezeigt werden, dass auch diese Anzahl gegen (2m + 1)* 
für hinreichend grosse Werthe von » verschwindend klein ist. 

Die Anzahl der positiven und negativen Divisoren einer Zahl ps 


i od à, : 
fcis dg vip. (Di, Pas -++, p, Primzahlen) 


ist gleich 


2(A, + 1)(A, + 1)... (A, + 1) 


und das Verhàltniss dieser Anzahl zu der Zahl selbst demnach gleich 


Àpd 1 att ha + 1 
2.,——M—.———— ee CO 
A A. i 
pn p» Pa 


Diese Zahl ist, wenn À die grösste der Zahlen A,,..., A, und y die grösste 
der Zahlen p,, ..., p, bezeichnet, zugleich nicht grósser als 
A+ 1 


2^ 


und 2. 





SID 


Denn hier sind alle Brüche ausser demjenigen, wo A resp. p vorkommt, 
durch 1, d. h. den grössten Werth, welchen sie überhaupt annehmen 
können, ersetzt; der Bruch aber, wo A resp. p vorkommt, ist ebenfalls 
durch seinen gróssten Werth ersetzt, indem im ersten Falle der betref- 
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fende Primfactor gleich 2, im zweiten Falle der betreffende Exponent 
gleich 1 angenommen worden ist. 

Lässt man nun y sich unbegrenzt vergrössern, so können nicht À 
und p zugleich unterhalb fester Grenzen bleiben. Denn da die Anzahl 
der Primzahlen, welche kleiner sind als p, Sicherlich kleiner als p ist, 
so folgt, dass y — p^. Nach Angabe irgend einer noch so grossen Zahl 
9 braucht man also nur die Zahl y grösser als g^ anzunehmen, um sicher 


zu sein, dass entweder À oder p die Grenze 9 überschreitet. Mithin wird: 


die Anzahl der Divisoren von y mit wachsendem ^ gegen p unendlich 
klein; denn die beiden Zahlen 


Ä+1 





2 
ind ice 
2 p 
werden für hinreichend grosse Werthe von ) resp. p beliebig klein. 
Die Anzahl der Divisoren von y wird auch noch gegen die m 
Wurzel aus y unendlich klein. 
: : : " ; 2 g+i1 
Denn sei g eine Zahl so gross, dass sowohl = als ? : 





kleiner als 


I ist, so wird in 


Ay ha 


Atl Ati À, + 1 
2 .————.——— ve —— 
^2 
7n 


pr Po Pa 
jeder Factor, in welchem entweder À oder p grösser als g ist, kleiner als 
1 sein,  Bezeichnen wieder À und p die grössten unter diesen Zahlen, so 
ist also das Product aller derjenigen Factoren, in denen entweder 4 oder 


\ 


p grösser als y ist, zugleich unter den beiden Grenzen 





À 1 2 
2 und 2 
dn pm 


enthalten. Das Product der übrigen Factoren, in denen weder A noch p 
grösser als g sind, liegt unterhalb einer von j. unabhängigen Grenze C, 
welche mit Hilfe von y bestimmt werden kann. Mithin ist das ganze 
Product zugleich kleiner als 


kd . C.. and. os 


m 7 À 





ROS 


2 
jet 


= 
= 


2m p p 


Mass à + 
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Da nun mit wachsendem yp nicht zugleich A und p unter einer festen 
Grenze bleiben, so wird eine dieser beiden Grössen beliebig klein. Also 
ist die Anzahl der Divisoren von y auch gegen yp beliebig klein, sobald 
y hinreichend gross gewählt wird. | 
Bezeichne nun /(») die grösste unter den Anzahlen der Divisoren 


der einzelnen Zahlen 
25u°, (u=+1,.., £n) 


so wird also f(») für hinreichend grosse Werthe von n gegen \/25n° also 
auch gegen n beliebig klein. Die Anzahl aller Divisoren der Zahlen 


254° | (u— +1,..., tn) 


zusammengenommen ist offenbar nicht grösser als 2n/(n) also das Ver- 
haltniss zu (22 4--1)* kleiner als 


GE 
2n + I 


und mithin für hinreichend grosse Werthe von » beliebig klein. . 

Es erübrigt nun nur noch zu zeigen dass auch die Anzahl der re- 
duetibeln Gleichungen unter den (2% + 1)' betrachteten mit wachsendem 
n gegen (2m + 1)” unendlich klein wird. 

Zunächst erhält man für v — o 25» + 1 reductible Gleichungen. 
Ihre Anzahl verschwindet gegen (25: + 1)5 Die übrigen reduetibeln 
Gleichungen haben entweder einen rationalen Factor ersten oder einen 
solchen zweiten Grades. 

Ein Factor ersten Grades hat die Form x — a, wo a eine ganze 
Zahl ist. @ muss ein Theiler von v sein, und durch « und v ist alsdann 
vermittelst der Gleichung a’ + wa + v — o die Grösse w bestimmt. 
Einem bestimmten Werthe von v. entsprechen mithin nicht mehr ganz- 
zahlige Gleichungen mit einem Factor ersten Grades, als die Anzahl der 
Divisoren von v beträgt. Im Ganzen erhalten wir also nicht mehr Glei- 
chungen als die Anzahl der Divisoren der Zahlen 


D (= +1,.., +n) 
zusammengenommen beträst. 
. Von den reductibeln Gleichungen, welche einen Factor zweiten Grades 
enthalten, gilt etwas Ähnliches. Für dieselben muss die symmetrische 
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Function zweier Wurzeln z. B. c — x, + x, mindestens einen rationalen 
Werth haben. 7 genügt einer Gleichung 10“ Grades von der Form 


T° + mur? + mur + mu’? + mut + m,v? = o. 


Wn, M,, ..., m, sind ganze Zahlen, von denen m, sicherlich von Null 

verschieden ist, wie man sogleich daran sieht, dass für # — o, v = — 1 

keiner der Werthe von 7 gleich Null ist. Setzt man w = — 1, v — 6, 

so werden die Werthe von r gleich o, o, +1, +4, +(1 +4), +(1—%). 
Das ergiebt die Gleichung 


zz = (e D-22022) = (c aX) 


+ 20 ver 47, 


| 
A 


also m = — 3, m, = — 4. 

Soll nun für irgend welche ganzzahligen Werthe von w und v ein 
Factor zweiten Grades existiren, so muss jene Gleichung für c eine ganz- 
zahlige Wurzel besitzen. Dieselbe muss ein Divisor von m,v? sein. Setzt 
man für 7 die sämmtlichen Divisoren von m.v^ ein, so resultirt eine 
Anzahl Gleichungen, welche nicht identisch in w befriedigt werden, wenn 
wir von dem Fall t= o, e = o absehn. Dieselben liefern uns für je 
einen Werth von c höchstens zwei Werthe von u. Für einen gegebenen 
Werth von v giebt es also jedenfalls nicht mehr Gleichungen mit einem 
Factor zweiten Grades als die doppelte Anzahl der Divisoren von m,v? 
beträgt. 

Im Ganzen erhalten wir demnach nicht mehr Gleichungen mit Fac- 
toren zweiten (Grades als die doppelte Anzahl der Divisoren der Zahlen 


m,v° 20 (= £4, oy tn) 
beträgt. 

Nach dem Früheren werden also auch die Anzahlen der Gleichungen 
mit Factoren ersten und zweiten Grades gegen (2n + 1)” beliebig klein 
und es gilt mithin der Satz: 

Die Anzahl der unter den (2m + 1)’ Gleichungen 


yp? 7. a ba BY], sds Ee 
, i - a : Se v=0, £1,..,.3m 


enthaltenen auflösbaren Gleichungen ist für hinreichend grosses n gegen 
die Gesammtanzahl verschwindend klein. 


Cx 


Über die auflösbaren Gleichungen von der Form z^ + wx + v = O. 18 


IV. 


Der Zusammenhang von o, u, v, welcher durch die Gleichung (t) 
oder (2) constituirt wird, lässt sich auch dadurch ausdrücken, dass man 
die drei Grössen als Functionen zweier Parameter À und yp darstellt. Es 
ist nun möglich für À und y zwei rationale Functionen von o, # und v 
zu wählen und zwar dergestalt, dass e, u, v rationale Functionen von A 
und y werden. Sobald also e, « und v rational sind, so werden auch 
A und yp rational sein und umgekehrt. Führt man nun die Ausdrücke 
von # und v durch À und p in die Gleichung 


e+ ur two 


ein, so erhält man also den allgemeinen Ausdruck der auflósbaren Glei- 
chungen von dieser Form, abgesehn von denjenigen, welche reductibel 
sind und zugleich keine rationale metacyklische Function besitzen. 


Dividirt man beide Seiten der Gleichung (2) durch «^ und setzt 


G v x . . 
ecl, = = y, 80 "ergiebt sich: 
u U 
. 74 
D 5 U oO 
itu): (D ge Oa! 4-35) 5° 
oder 


5,4 7 
U © 
Ww = 5 


n (a — 1)*(¢* — 66 + 25) 1 


Da v — vu, e = ou, so erkennt man, dass e, « und v durch v' und o 
und zugleich v' und o’ durch o, # und v rationa ausdrückbar sind. 

Die Ausdrücke vereinfachen sich noch ein wenig, wenn wir À und p 
nicht direct gleich X und .v’ setzen. Es sei 





also 





= 
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Dann ist 


__ Su'(4à + 3) — Ap' (24 + 144 + 3) __ su*(42 + 3Y 
RESTES | v= , ) GRR IS E e 
À HI À +1 À +: 





Wir haben mithin das folgende Resultat: 


Giebt man A und yp irgend zwei Werthe irgend eines Rationalitits- 


1 


bereiches, * so ist 


5p'(4à +3), st Au (24 + TH 3) 2 


ic sempe 35H 


oder auch 





gyri? SAREE SS) (? (24 7r DOR Pg) 
ieee lee À +1 vida ils 

eine für diesen Rationalitätsbereich auflüsbare Gleichung. Und umgekehrt 
ist jede irreductible auflósbare Gleichung von der Form x° + wx + v—o 
aus jenem Ausdrucke dadurch ableitbar, dass man für A und a zwei 
Grössen des betreffenden Rationalitätsbereichs einsetzt, nämlich die beiden 


Gróssen 
8 — 3u ' 359 
d EDT ing 
4u 2(o— u) 





Auszunehmen sind nur diejenigen Gleichungen, für welche diese beiden 
Ausdrücke keine bestimmten Werthe von À und y liefern. Das kann nur 
sein, wenn entweder # — o oder c— uw — o. Im letzteren Falle folgt aus 
(2), dass auch v‘o gleich Null ist. Wenn eine irreductible Gleichung vor- 
liegt, so ist v Zo mithin nothwendig s =o und daher auch w — o. In 
dem obigen Ausdrucke sind also alle irreductibeln Gleichungen von der 
Form x’ + ux + v=o enthalten mit Ausnahme derjenigen, in denen # = o 
ist. Ferner sind in demselben auch reductible Gleichungen enthalten, aber 
nur diejenigen, für welche einer der Werthe von o rational ist. 


' Vergl. über diesen Begriff Kronecker: Grundzüge cte. § I, OnELLES Journal, 
Bd. 92. 
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EET ie doc 
J Sinba 1 + a’ 


0 


UND VERWANDTE INTEGRALE 


VON 


L. SCHLAFLI 


in BERN. 


Im ersten Bande von Caucuy’s vollständigen Werken findet sich ein 
Mémoire sur les intégrales définies aus dem Jahre 1814, worin p. 442 
(g) und p. 488 die erwähnten Integrale behandelt werden. Caucuy setzt 
sich, wie er selbst sagt, nur die Berechnung der reellen Componenten der 
in dieser Abhandlung vorkommenden Integrale vor, und seine Ergebnisse 
sind meistens richtig, aber nicht immer. Dass der Begriff der valeur 
principale eines Integrales, den Cavcnv aufstellt, nicht statthaft sei, 
braucht nicht erórtert zu werden; was er so nennt, ist eine Summe von 
Integralen, die einander nichts angehn. Auch die intégrale singulière ist 
ein bedenklicher Begriff; wo er zum ersten Male erlàutert wird, p. 394, 
geschieht es am Integrale 


a? — z* 
ff ett o<2< Ol er oe 1). 


Niemand ist aber gehalten, dieses Doppelintegral zu verstehen, wenn über 
dessen Begrünzung im Bereiche von (x = o, z — 0) nichts gesagt wird. 





Setzt man 
2 21 
rpg BUT, E I 


a 





E "n eo? te lg a—Px 
als Gränzen, wo a, # positiv, aber beliebig klein sind, so ist CERA 
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2 22 
E ee : dd — Pr aß 
Werüh des Integrales: für - #2 > 1 ist er —— Ic - = os” : 
o ? "ee a’ + f° 4 a’ + ß? oa ? 


wenn endlich das Rechteck o <a” < a, O0-«z« f weggenommen wird, so 


B 


= TT = A TT . . 
ist er seh wenn tangé =", 0<{< 24 Caucuy gibt nur zwei Werthe, 
G. 





TT T 
ÉD —-- an. 
4 4 


1. Ich will mit den Beweise eines Hülfssatzes beginnen. Wenn 
loger = — a+ 0, (à 2.0, o. «B = 2m. logit =19," (oun eq, 


wo g alle reellen Werthe zwischen diesen Gränzen durchlaufen soll, und 
wenn a keine ganze Zahl ist, so ist 


. —1 —1 
€ 2in. x" ; I Ree 
À M e ira I e ima I p x 





man überzeugt sich auf graphischem Wege leicht davon, dass die Summe 
links noch convergiert, wenn auch « = o ist, wenn nur @ mit keiner der 
zwei Gränzen o, 27 zusammen fällt. Im Integralausdrucke rechts um- 
schliesst zwar der Weg jetzt noch beide Pole o und x; weil aber die 
zu integrierende Function im Bereiche von x den Charakter einer ganzen 
Function von ¢— hat, so verschwindet das um x allein geführte Integral, 
und der Weg darf sogar durch æ gehn. Setzt man jetzt 


gi assit. (o << 22), ges b reell, t= e, 
so kommt 


co 2i0 27 




















4 i 1 
e goes) I Ur) = i(y—0) b(z—6) + — i(g—0) do 
2 eo Re EE € ++ — e 2 — e 2 ) - = 
A— ib in zb med) . €—0 
Ac | 4| sın ? 
Ersetzt man hier 5 durch — à, zieht die so entstandene Gleichung von 
jener ab und dividiert durch 2?, so kommt 
= Ai a nn 
an + jin xb 
27 
I eU) > t(y—O) dy 
SF co8 b(zz — ¢).€ — (08 b(z — 0 sa == 
tassi 2 ( ¢) 2 (7 ) ) PS 
0 S1 
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Vertauscht man nun 0, @ mit 2z — 0, 2z — € und combiniert beide 
Gleichungen durch Addition und Subtraction, so ergeben sich die zwei 
Gleichungen 


oo 


T (03 b(z — 9) 


b 
(a) BON DE a ne om cse it ab 


A 
oo 
[E 


Wenn man in der letzten Gleichung innerhalb der Intervalle o — e < 6, 
o<ge<2z statt g resp. 0 — o, 0 -- «€ schreibt, so wird die rechte 


Seite zu 
| 0 $ 
I 
[epa b GE 
4 fin zb |f ^t 
0 


2x—60 | 


+ f |cosd (7 — 0) — co& b(zc + 0 


0 








sin A0 = a af [ cos b(z — 0) — co& b(z — ¢)| cotg * = E PM. 








) — co8 b(r — 6)| cotg Ÿ de 








9)]eotg de |, 


durch partielle Integration zu 


0 


| — Finde — 0 + e). log sin Ÿ de 


0 


b 
2 fin ab 


2r—0 — 
' à inde 
— [fin d(r — 0 — g) log sin = de 
0 - 
Der zweite Term innerhalb der Klammer zerfallt in -f- N FRE 
2z—40 
den zwei letzten Theilen schreibe man 2z — ¢ statt c. Dann bekommt 
man 


(b) 2p 


‚sin A0 





x n 
| (08 be log cos? de — bf cos b(0 — ¢) log sin T de. 


0 


wis fin bd 
jin zb 
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2. Ich bezeichne mit N eine sehr grosse positive Zahl, die bestimmt 
ist zuletzt unendlich zu werden, und nenne N, iN, — N, — iN den Ost- 
| punkt, Nordpunkt, Westpunkt, Südpunkt des Zahlenfeldes. Die Drehungs- 
richtung, in der diese Punkte jetzt aufgezählt worden sind, heisse recht- 


läufig oder positiv, die entgegensetzte rückläufig oder negativ. 

N 

‘sinaw de 
sin bæ 1 + x 








^ . OO a . . 

Es seien a, 6 positiv, j sel keine ganze Zahl, A =| ;, wenn 
: 0 

t im allgemeinen die positive Axe durchläuft, aber jeder Wurzel der 


Gleichung sinba — o nach der Südseite hin (also durch eine halbe posi- 


: 5 4 | DN uim 
tive Drehung) in unmittelbarer Nàhe ausweicht, und wenn auch — keine 
7t 


N 


ye . 
: a : sinke bde 
ganze Zahl ist. Setzt man b = -, so wird A = | 





; (Südseite), 


b sine b° + x 


0 


keine ganze Zahl sein soll. Wenn &> 1, so kann N nicht im 


N 
wo — 
7 


geringsten aus der Realitätslinie entfernt werden; und doch will ich ver- 
suchen, A als Function von & aufzufassen. Wenn k-m--ip, c -—y—-iz, 
wo m, y, 2 positiv, y reell, so ist 


ike == mz — py + i(my + pz). 


Wenn mz — py positiv ist, so verlangt die Convergenz des Integrales, dass 
(m — 1)z — py negativ se. Dann kann yp nur, wenn o « m «I, so- 
wohl positiv als negativ sein; aber wenn m> I, muss y positiv sein, 


h Zz 7) . . ks 
D ne = UN En dagegen mz — py negativ ist, so erfordert die 
May oque zi : = 


Convergenz, dass (m + 1)z — py positiv sei, y ist nothwendig positiv, 


OIE: 


2 
7 y m+ I 


Wenn also m > 1, p angebbar positiv, so ist - zwischen 


" I 
EVI 7h) —--I 
zugleich mit y unendlich;, die Variable x bekommt in der Ostgegend 
einen solchen Spielraum, dass man A durch negative halbe Drehungen 


die zwel kleinen positiven Grànzen eingeschlossen; z wird 


über ganze Zahlen weg fortbewegen kann. 
3. Ich will zuerst nur voraussetzen, dass k positiv und keine ganze 
Zahl sei. Dann schreibe ich 
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€ 
4 et —iI — $oobda LE gp I—e bdx 
^ | 2iging b2 + 2?  2isine: b* + 2? 
0 


NM - N 


+ Sat aed a —ikz 
CE bd: t e bdx 


2isinz b* + a — 21 8inz b* + x* 


€ € 


— I + II + III + IV, wo die positive Zahl e kleiner sowohl denn x 
als auch denn à gewählt sei. Beim Terme /// kann man den Weg in 
kleine positive Kreise um die Pole 7, 2z, 37, ... und einen einfachen 
auf der Nordseite der Realitätslinie befindlichen Weg von ¢ nach N auf- 
losen. Die Summe der Integrale längs der kleinen Kreise heisse B; dann ist 





Tit N^ mb ah 1) 


a zy 
Es sei 111 = B+ III'. In III kann man das Ende des Weges durch 
eine positive Viertelsdrehung nach iN bringen, in ZV durch eine nega- 
tive Viertelsdrehung nach — iN; diese Wege mögen der lateralen Axe 
genähert werden ohne die Pole ib und — ib zu überschreiten. In J und 
Til’ setze man © = it, in II und IV dagegen z = — i. Dann wird 


ys : 5 zn 
e —ıı 1bdt I —e ibdt 
= =B+{ 2finé ¢?— Dd? +f 2finé t?—b? 
0 


E südlich von / ED ped (nördlich von 4 
WU pp (Südlich von 0) LA 53 (nördlich von 0), 





p. 


—ie 


| 2 lin & — 


is 


— T  shdé 
2finé t— 543 





Man kann I und ZI zu einem Integrale | vereinigen, 


ie 

worin der Weg gerade von ie nach — ie durch o hindurch führt, dann 
den Wee durch einen negativen Halbkreis (also östlich von o) ersetzen, 
und hat endlich 


—is is 


—ki . : 
24 ED = bs T (östlich) + | E efi Is. (pos. Halbkreis). 





2 fin t t^ — 
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Der erste Theil vereinigt sich mit JIZZ’ und IV zu einem Integrale 
—kt 


d ue ibdt : * : 
ns B (mit rechtlàufigem, 5 umschliessenden Wege) = - 


—kb 


Tw € 
— .2 find 
Ersetzt man im zweiten Theile ¢ durch — /, so bleibt der Integralausdruck 
derselbe; aber der Weg geht nun auf der Westseite von ie nach — ie 








und ergänzt den vorigen Weg zu einem ganzen positiven Kreise um o. 
Dieser zweite Theil ist also gleich 





I aU dt - 2. 
fes fin? (pos. Kreis um 0) y 


Jetzt ist 





und es bleibt nur noch übrig, B anders darzustellen. 
Wenn &-—24-—14-« ("—oO,1,2,.., 0xum« 2). way 
móge der Formeln (a), (b): 





12] Ab e Sis T z c03(b — ba) 
Dod WE ARR, Ea BE 


.b| finba j „bo e bó e 
= "na 7 ig Le à eH, d e ; 
7; À] find f = log cos 7 de fes (In #) log sin 5 dg 
0 


0 


t9 | 


1 
8 





Endlich ergibt sich 


oo 


(1) {= ha + (Budlich^ von are. je = [eos (b — ba) — e-"'| 


sing b* +2 2 find 











0 


m 


35 „bo j e / A M be PU. 
+ zl "Find fus 2 log cos? dg — | co8 (ba —- 1) log sin? de |. 
: y 


0 





4. Es ist schon gezeigt worden, dass die durch das Integral A dar- 
gestellte Function von & ihre Stetigkeit nicht verliert, wenn man X durch 
eine halbe negative Drehung um 2» + 1 wieder in die Realitätslinie 
bringt, während der Integrationsweg zugleich die nöthige Schwenkung 
nach Süden macht, und man dann A reell gegen 2n + 3 hin fortwachsen 


«€ 
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lasst. Zur Probe werde noch untersucht, in welche Form die rechte Seite 
der Gleichung (1) übergeführt wird. Nur 


TO. 
[ b 
un cos (ba -— +) log sin £ dec 
: \ 7 u, 
0 


bereitet einige Schwierigkeit, wenn « — 2 in einem kleinen rücklàufigen 
Halbkreise aus einem negativen Werthe in den positiven Werth f über- 
geht. Die Variable e muss der Bewegung ihres letzten Werthes (d. i. za) 
folgen und werde nach Überschreitung von 2z mit 27 + « bezeichnet; 


. RP s je SU. "EL u 
dann ist log sin in — iz + log sin = übergegangen. Da der Radius des 
Halbkreises so klein gemacht werden kann als man nur will, und da 


flog gdg zugleich mit ihm verschwindet, so geht das Integral in 


= fet po bp) +) log sin de = ft 19 ——*) (—ir + log sin - "Jan 
= — fos ws ( 2b + bf —*#) + co8 (u8 ~ 23] log sin © de 


+ = nip f (1) logsin® de 


über, wo der erste Term durch 


Tr 


— 2 co& (b + ig [ s s(0 2) log sin de 


0 


ersetzt werden kann. Die rechte Seite der Gleichung (1) ist nun 


E prc [cos (b + 02) — 2 jin d jin bg — e^" 


b+ be 
+ i All: Bl JEEP (b 4- ig) fas > log cos f de 


0 


n 
bo T 
— [os (9 — +) log sin Sue | 
0 


und geht bei weiterer Vereinfachung in die frühere Form über, 
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5. Man kann desshalb die Berechnung von A zuerst auf das Inter- 
vall —1< < 1 beschränken und nachher die gefundene Function von 
k schrittweise über die Unstetigkeitspunkte k= 1, 3, 5,... hinüber führen. 
x ersetzt, so bekommt man 





Wenn man x durch 


0 











'sinkr  bdx 
A = | na ae ; (Nordseite), 
—N 
durch Addition 

N 
sinkæ  bd« 
24 =f. sing b? + 2’ 

—N 


(der Weg liegt in der Westhilfte auf der Nordseite, in der Osthalfte auf 
der Südseite der Realitätslinie). Längs des ganzen Horizonts ist das Inte- 
eral null. Man kann daher den Weg schliessen, indem man z. B. die 
Nordhälfte des Horizonts hinzu nimmt. Dann umgibt der Weg nur die 
Pole ib, z, 27, 37, ... und zwar rechtläufig; er zerfällt also in lauter 
kleine Kreise um diese Pole. Also ist 








b end sinAz(k — 1) 
S 7 223 Gao 
divergiert in k = — 1, 1. Setzt man k = — 1 + a und gebraucht die 


Formeln (a) und (b), so hat man 











; 5 fin kb 
(U) A= 2 find 
E b jin ba ? 2 
TRE ind cos —- log cos © de — cos ( a log sin Ÿ de |. 
0 


Da jin kb = cog kb — e^" = co&(b — ba) — e^", so stimmt diese Gleichung 
mit (1) überein. 
6. Die drei übrigen Formeln (g) p. 442 bei Caucny erledigen sich 
wie folgt 
N 


kv — bd: : eat . 
i IE: N —— (Südseite, & positiv, keine ungerade Zahl) 








cosa b? + x? 


0 
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N N 
: I 5 I 
sin (; (k + 1)2) RER sin ( (k — 1)æ) SEL 
UT sinz = (2b)* + aj SEM us sinz (2b)? + a? , 


0 


wird, wenn b — 2» + a (n — 0, 14 2,....5 — 1 <a< 1), 





e. jem 1)" jin ba ar 7 








2 ” 
sat T 2he 
+ (— Di fre cote (= — P) (08 (ta — =) de 
0 
3 
, (08 ba e Q 

TP frs cotg 7 (08 — de 

0 


2°. Multipliciert man die Formel (2) mit dda und integriert von 


a =o an, so sieht man, dass die Kentniss des Integrals 


N 


sin2næ  b'dx à + 4 > 
{= sa, 7 (Realitätslinie), sei = C, 
x 


4 


æcosæ b! + 


0 


erfordert wird. Weil 


sinzne 7! 
— = 2 (— ı)" 1. 2sin(2d + 1)x, 
|i—0 








COS «c 
x 
„sin (24 Tone b’da m (A+ D6\ 
re a cum, 
«x b + x 
0 
so ist 
n —Inb 
ant , T(— 1) —e 
° C = z sin? - 
i à 2 as 2 cosh 
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Daher ist 


sinkæ b’d« (Sud eite) e: ip? = z (— 1)" cosbu erp 
seite) = 7 sin*— + 2 -—— —————— —— 
(3) xcosx b? + a’ i 2 2 cosb 


0 








1 


— Tt 
2 


2b ; z We elle 2bo 
dic n Pres cotg (2 — 4 (08 (ba — de 


0 


T 


2 

in b 2bo 

— mn fre cotg £ va — dg 
D 





für ke sehe (hee Say "wx iur 
3°. Wenn man die Formel (1), worin k = 2n — 1 + a, (o<a<2, 


E PAC, 
jj 2*5, 19 Overs: WE As behandelt, so kommt 


N 


coskæ «dz al: ate 
(4) [ss s (Südseite) 


0 








ze" — fin(b — ba) 
2 


i log sin © 
fin b o 2 


= 


bfwsba [be " > bo ve do 
+ | nb J ase cos dg — fin (ha —*#) log sin > de : 
0 


e 
0 





Wenn % einer ungeraden Zahl gleich wird, so wird das Integral links 
sinnlos. 

Die Gleichungen (1), .., (4) entsprechen den mit (g) bezeichneten 
p. 442 bei Cavcny. 


Bern, 13 Aug. 1885. 
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BEWEIS EINES SATZES 
AUS DER 


EHEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN 


VON 
M. FALK 
in UPSALA. 


Wenn man von dem Gebiete der Grösse k? alle reelle Werthe von 
— oo bis o und von +1 bis + oo (o und + 1 inclus) ausschliesst 


und jeder der Quadratwurzeln 1 — &*sin?g und V1 —k*sin*¢, wo 
k’—=ı1—k’ 

ist, denjenigen Werth beilegt, dessen erste Coordinate (der reelle Bestand- 

theil) positiv ist, so sind die Grössen K und K’ durch die Werthe der 

bestimmten Integrale: 


K' | dé 
J Jt — K* sin! 








in eindeutiger Weise definirt. 
Es handelt sich alsdann darum zu beweisen, dass A, K’ immer 


endlich und von Null verschieden bleiben und dass X, A’ und x po 


sitive erste Coordinaten haben. 
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Führt man die Bezeichnungen: 


k* — a + fii (0 E — + pi 


(1) P= 1—asin?e, P cl gend 
Q = psn^ , Q' = f sin’ d 

ein, so hat man, da k?-+ k’? — 1 ist 

Z BE BE à 


Setzt man ausserdem: 


s- pe, ad EEE 
VP? + Q° VP? + Q* 
0 0 





(3) 


PRA RE RE M put 
VP? + Q” VP? +-Q” 
0 0 


indem man allen hierin vorkommenden Quadratwurzeln ihre positiven 
Werthe beilegt, so ergeben sich für K und K’ die Ausdrücke: 





V2. K —.À + eBi, v2. K' = A’— cB", 


wo für e + 1 oder — 1 zu setzen ist, je nachdem f positiv oder nega- 
tiv ist. 

Da unter den gemachten Voraussetzungen die Wurzeln: /P? + Q* 
und /P® + Q® nie verschwinden, so sind K und K’ immer endlich. Aus 
den Gleichungen (3) ist unmittelbar ersichtlich, sowohl dass K und X 
immer von Null verschieden bleiben, als auch dass sie positive erste 
Coordinaten (A und 4’) haben. 


Ferner ist: 


(4) X 74 4 BO aad hi 
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"ai 


> Y : . K ERSTE 
also wird bewiesen, dass die erste Coordinate von | positiv ist, indem 


man zeigt, dass AA’ — BB’ > o ist. 
Aus den Gleichungen (3) ergibt sich: 


e 7 





AA’ — BB’ = 2. remo —— ———— — de dé, 
VP? + Q° m + Q” 


wo - 
(s) T= VP+ VP? + @.VP + VPP + @? — V—P HPF @ VP + Pet? 


ist. Folglich hat man, um das, Behauptete zu beweisen, nur zu zeigen, 
dass 7 für alle Werthepaare c, & innerhalb des Gebietes dieser Grössen 


immer positiv bleibt. 

Aus den Gleichungen (1) und (5) geht unmittelbar hervor, dass die 
immer reell bleibende Grösse 7 sich mit ¢ und 4 stetig ändert; und da 
iur o—d-—0, 

q es 


0 


ist, so genügt es offenbar nachzuweisen, dass 7 für kein Werthepaar e, d 
verschwinden kann, um daraus schliessen zu können, dass T' immer positiv 
bleibt. 

Aus der Gleichung (5) folgt, da QQ’ nie positiv ist, 


T? — 2(PP + QU + PX C PI 05; 
damit 7' verschwinde, ist also nothwendig, dass 
LP? + Q^ + Q’”) = CPP + QQ)” 


oder 


PQ'— PQ-—o 
werde. Da aber, weil 6 = — f' und a + a’ = 1 ist, 
PQ — P'Q = f (sin? e + sind cose) 


ist, so könnte 7 also nur für e — $ — o verschwinden. Aber für 


^ 
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o=d=o war T, =2; also ist 7 und folglich auch die erste Coor- 


s NR x ar 
dinate von immer positiv. 


Dieser Beweis setzt voraus, dass # von Null verschieden ist; da 
aber für 5 — o die Grössen K und K’ beide reell und positiv sind, so 


ist der Satz vollständig bewiesen. 


Berlin, August 1885. 
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UNTERSUCHUNGEN UBER QUADRATISCHE FORMEN. 

I. BESTIMMUNG DER ANZAHL VERSCHIEDENER FORMEN, 
WELCHE EIN GEGEBENES GENUS ENTHÄLT. 
VON 
HERMANN MINKOWSKI 
in KOENIGSBERG Pr. 

In meiner Arbeit »Sur la théorie des formes quadratiques à coefficients 
entiers» ' habe ich den Begriff des Genus lediglich aus dem Begriffe der 


Formencongruenz hergeleitet. Ein solches Verfahren erwies sich bereits 
dort als äusserst vortheilhaft. Seine Berechtigung wird vielleicht noch 
schärfer durch die folgenden Entwickelungen hervortreten. Ich werde 
mich hier mit jenen Zahlen beschäftigen, welche im Falle allgemeiner 
Genera dieselbe Rolle spielen, wie im Falle binärer Genera die Classen- 
anzahlen. Gewisse Sätze über Formencongruenzen werden zunächst er- 
rathen lassen, in welcher Gestalt sich die Ausdrücke jener Zahlen darbieten 
müssen. Unter Anwendung Diricnzer'scher Principien soll alsdann gezeigt 
werden, dass die errathenen Formeln in Wirklichkeit richtig sind. 


' Mémoires présentés par divers savants à l’Académie des Sciences de 
l'Institut de France. Tome XXIX, N° 2 (1884). — Ich eitire diese Arbeit im Fol- 
genden kurz mit MP, Q. 





— 
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Einleitung. 


1. Win Genus und seine Formenanzahl. 


"n 


Unter den Resten einer quadratischen Form f = Za,x,r, in Bezug 
: : 


auf einen Modul N verstehen wir alle diejenigen Formen, welche ‘aus f 
hervorgehen, indem die Coefficienten «a;, in beliebiger Weise um Vielfache 
des Moduls N geàndert werden. 

Wir nennen zwei Formen f und g (von derselben Variabelnzahl 7) 
congruent in Bezug auf einen Modul N, fg (mod N), wenn es lineare 
Substitutionen von einer Determinante — 1 (mod N) giebt, durch welche 
die Reste der einen Form für den Modul N m Reste der anderen Form 
für den Modul N übergehen. 

© Wir betrachten ausschliesslich Formen von nichtverschwindender De- 
terminante. 

Es kann der Fall eintreten, dass zwei Formen f und g für einen 
jeden beliebigen Modul congruent sind. Solches findet offenbar immer 
statt, wenn f und g derselben Classe äquivalenter Formen angehören, 
d. i. durch. ganzzahlige Substitutionen von der Determinante 1 in einander 
übersehen. Es ereignet sich überhaupt dann und nur dann, wenn f und 
4 dieselbe Determinante A besitzen, und in Bezug auf den Modul 2A 
congruent sind. 

Immer und nur dann, wenn die Formen f und g diesen Bedingungen 
genügen, und dazu einen gleichen Trägheitsindex liefern, wird es möglich 
sein, die eine. dieser Formen in die andere durch solche linearen Sub- 
stitutionen von der Determinante 1 überzuführen, in welchen die Coeffi- 
cienten rationale Zahlen mit einem zu 24A relativ primen Generalnenner 


sind. ! 


! Henry I. Srermen Swrrg, Phil. Trans. CLVII, 1867 (On the Orders and 
Genera of Ternary Quadratic Forms, art. 12) und: Roy. Soc. Proe., XVI, 1868 
(On the Orders and Genera of Quadratic Forms containing more than three Indeterminates, 
p. 202). 
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Alle Formen, welche denselben Trägheitsindex Z haben wie eine 
gegebene Form, und welche mit dieser Form für einen jeden beliebigen 
Modul congruent sind, fassen wir in ein Genus zusammen. Da die Formen 
eines Genus eine feste Determinante besitzen, so können sie, nach be- 
kannten Sätzen, nur in eine endliche Anzahl verschiedener Formenclassen 
zerfallen. 

Es ist aber im Allgemeinen nicht sowohl die Anzahl dieser Classen, 
welche sich durch einfache Formeln ausdrücken lässt, als vielmehr die 
Anzahl der in einem Genus enthaltenen Formen. Zwar ist die letztere 
Anzahl stets eine unendliche, denn schon jede einzelne Formenclasse be- 
sitzt unendlich viel Formen. Doch zeigt es sich bald, dass für ein jedes 
Genus eine gewisse, positiv unendliche Grösse 2 existirt, welche nur von 
den einfachsten Invarianten des Genus abhängt, und zu welcher alle die 
Formenanzahlen der einzelnen Classen des Genus in endlichen Verhält- 
nissen stehen. Dieses € bestimmt dann auch den Grad, in welchem die 
Formenanzahl des gesammten Genus unendlich wird. Fällt die Formen- 
anzahl in einer oder in mehreren Classen des Genus gleich M.2 aus, 
so bezeichnen wir die positive endliche Grösse M als das Maass der be- 
treffenden Classen. 

Am einfachsten gestaltet sich der Begriff des Maasses für definite 
Formen, also in den Fällen 7 — o und J=n, mit welchen wir uns 
später hauptsächlich beschäftigen werden. Man weiss, dass eine definite 
quadratische Form f immer nur eine endliche Anzahl von Transformationen 
von der Determinante 1 in sich zulässt. Sei /(f) diese Anzahl. Nennen 
wir ferner 2, die Anzahl aller möglichen linearen ganzzahligen Substitu- 
tionen S von » Reihen und von der Determinante r. Würden wir alle 
diese S auf die Form f anwenden, so müssten wir zu einer jeden Form 
der Classe f gelangen, und zwar zu einer jeden genau /(/) Mal. Die 


3 m. 
Anzahl der verschiedenen Formen der Classe f wird daher iy * be- 


tragen. Wählen wir demnach, was in der That geschehen soll, im Falle 


o 


definiter Formen die erwähnte Grösse 4 — 4, so können wir als das 





Maass einer definiten Classe f die Grösse erklàren. Das Maass für 


I 
(f) 

. ^ . - x . me I 
die Formenanzahl eines definiten Genus wird dann V TU 
Summe über alle verschiedenen Classen f des Genus zu erstrecken ist. 


sein, wo die 
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Iu. solchen speciellen Fällen, wo die Grösse ((f) constant ausfällt 
für alle Formen eines Genus, ergiebt die vorstehende Summe einfach den 
(f)^ Theil der Classenanzahl des Genus. Derartige Fälle sind Regel bei 
binären Formen. Man hat da gewöhnlich #(f) = 2. Nur für die Classen 
f= d(x* + y^) wird ?(f) = 4, und für die Classen f = 20 (x? + xy + y) 
wird ff y 6, 

Ich bemerke noch beiläufig, dass die Grösse 2, sich mit der (n^ — 1)'" 
Potenz der Anzahl © aller möglichen ganzen Zahlen von — co bis + co 
vergleichen lässt. Es gilt nämlich in gewissem Sinne die Beziehung: 


WO 


Kine Deutung des Maassbegriffes für indefinite Formen soll den Ge- 
genstand einer späteren Arbeit bilden. Ich erwähne nur, dass als Maass 
einer primitiven binären Form ax? + 2bry + cy? von einer negativen, nicht 


quadratischen Determinante ac— 0? = — D — o am passendsten der Ausdruck 
TT * . es . 
—,_. =~ festgesetzt wird, wo o(= 1, 2) den grössten Theiler der 
‚pn 
T UJD 
MIR NS 
6 


Coefficienten. a, 2b, c bedeutet, und wo 7' und U die zwei kleinsten po- 
sitiven Zahlen sind, welche der Gleichung 7? — DU? = 5? Genüge leisten. 


2. Das vollständige System von Invarianten eines Genus. 


Um ein Genus eindeutig zu characterisiren, bedarf es nicht durchaus 
der Kentniss einer seiner Formen. Es genügt bereits, wenn man im 
Stande ist, sein vollständiges System von Invarianten anzugeben. Wir ver- 
stehen unter dieser Bezeichnung eine Reihe von Grössen, welche sich als 
arithmetische Functionen einer repräsentirenden Form f des Genus dar- 
stellen lassen, und welche die doppelte Eigenschaft haben, einmal: un- 
geändert zu bleiben, so oft die Form f durch eine andere Form desselben 
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Genus ersetzt wird, dann aber: in ihrer Gesammtheit sich stets zu ändern, 
sobald für f irgend eine Form eines anderen Genus genommen wird. 

Ein vollständiges System von Invarianten eines Genus f umfasst die 
folgenden Grössen: 

1° den Trägheitsindex / der Form f. Derselbe sagt aus, wie viele 
(Quadrate mit dem Vorzeichen Minus auftreten, sobald f durch irgend 
eine reelle Substitution in eine Summe von », zum Theil positiven, zum 
Theil negativen Quadraten transformirt wird. 

2° die # Invarianten d,; 0,, 0, ..., 0, ,, und die a— 1 Invarianten 
MARA wey der ‘Form f. 

* Die Invariante d, stellt den positiven grössten gemeinsamen Theiler 
der Coefficienten a, von f vor. 

Zu den Invarianten o, gelaugt man in folgender Weise. Man be- 
zeichne mit d,, d,, ..., d, , die positiven grössten gemeinsamen Theiler 
aller 2-, 3-, ..., n-reihigen Unterdeterminanten von |«,,|, sodass insbeson- 
dere A = (— 1)'.d, , kommt. Aus den Zahlen d, entstehen die In- 
varianten o, vermittelst der Gleichungen: 


d, dy 9 dy n—] ,n—2 
t2 — Of a 7 010; ….., prem Oy Os ON js 
do dy dy 
oder 
dy dj 
AT 2 
dy 


Die Invarianten # sind Grössen von den Werthen : oder 2. Man 
hat 5, — 1, wenn unter den symmetrischen h-reihigen Minoren von f sich 
solche vorfinden, die, von dem Factor d, , befreit, ungerade ausfallen; 
dagegen s, = 2, wenn diese Minoren alle durch 24, , aufgehen. 

Die Grössen o, sind stets ganze Zahlen, und die Grössen e, müssen 
den folgenden Bedingungen genügen: 

(1). Die Zahlen 6, ,0,5,,,; und o, dürfen nicht zugleich durch 2 
theilbar sein. 

(2. Die Quotienten HAI und At Müssen ganz sein. 

On+1 8], —1 ; 


n 


Wir führen noch die Invarianten ein: s, = 1, ¢ 
=o, 


= I und o, = 0, 


3". die Charactere der Form f. Dieses sind eine Reihe von Einheiten 
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+ 1, welche in Gestalt Lesenpre’scher Symbole auftreten. Um sie mög- 
lichst einfach darzustellen, trifft man am besten folgende Voraussetzung 
über die repräsentirende Form f: Die aus den ersten h(= 1, 2,...,n— I) 
teihen von f gebildeten symmetrischen Minoren sollen Werthe o,d,4¢, 
ergeben von solcher Art, dass ein jedes e, relativ prim zu 20,0,...0, , 
und zu c, , und c,,, ausfällt. Dabei hat man sich noch e, — ı und 
c, — (— 1) zu denken. Nach F. Q., p. 83, lassen sich in jeder Classe 
des Genus Formen f von dieser Eigenthümlichkeit finden; man nennt sie 
characteristische Formen. 

Es sei allgemein e, das Vorzeichen von ¢,; ferner mag J, angeben, 


. . IE . 01 » & . ^ a 
wie viele von den Einheiten +, =, ..., — negativ ausfallen, sodass 
Co 6 en 
insbesondere J, =o und J, = J zu nehmen ist. Für eine characteristische 
Form f erweisen sich folgende Einheiten C als Charactere: 
1) wenn 6, ,0,0,,, durch eine ungerade- Primzahl p theilbar ist, die 


LX ? 
I! 


2) wenn 96, ,0,0,,,2: O (mod 4) ist, die Einheiten 


Einheit 


en Tn(/n—1) Ini [n 4-1) 


ey, (eon, en; 


\ Ch On Ch En 


3) wenn o, 100,31 = © (mod 8) ist, die Einheit 


er 
fan 
Diese Einheiten C bilden zusammen mit den Grössen J, d,,-0,, o, 
wirklich ein vollständiges System von luvarianten für das bet 'achtete 
Genus, sodass kein zweites Genus da sein kann, welches zu eben diesen 
Invarianten führt. à 
Die Einheiten € müssen alle Bedingungen erfüllen, welche sich für 


se aus den quad "atischen Congruenzen 
r2 be 
(h) — 0810404419 &—1 h31 = X, (mod 0, € 1) 


erschliessen lassen. Man findet diese Bedingungen in F. Q., pp. 87—88, 


zusammengestellt. 
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Es gilt der Satz: . 

(G) Wenn die Invarianten J, d,, o, o und die Charactere C in be- 
liebiger Weise festgesetzt werden, doch so, dass sie den Bedingungen (1), 
(2) genügen, ferner allen Bedingungen, welche aus den Congruenzen (h) 
folgen, so existirt wirklich eim Genus, we]ches zu diesen Invarianten und 
Characteren Veranlassung giebt. | 

Ein Beweis dieses Satzes ist F. Q. pp. 89—90, mit Hilfe des be- 
kannten Theoremes über die arithmetischen Progressionen geführt. Ich 
habe dort diesen Hilfssatz » — 1 Mal hintereinander angewandt zur succes- 
siven Auffindung von » — 1 Zahlen ¢,, ¢,, ..., c, , für eine charac- 
teristische Form des gewünschten Genus. Man überzeugt sich aber leicht, 
dass es immer genügt, ein einziges Mal von diesem Satze Gebrauch zu 
machen, nàmlich um allein c, , als Primzahl zu bestimmen; und man 
sieht dann ferner, dass in den Fällen # > 3 dieser Hilfssatz sich ganz 
entbehren lässt, wenn nur der Satz (G) bereits für n — 2 bewiesen ist. 

Alle Formengenera, welche dieselben Werthe der Grössen I, d,, 0,, c, 
besitzen, werden in eine Ordnung 


a, 02, IL, On—ı\ I 
j ), 


\915 02, 


d 

zusammengefasst. 
Wir beschäftigen uns meist mit Formen f, deren d, gleich 1: ist, 
und die man primitive Formen nennt. Im Falle die Grösse d, einer Form 


f relativ prim zu einer Zahl N ist, heisst diese Form primitiv in Bezug 


auf N. 


Erster Theil. 
3. Die Anzahl der Reste eines Genus in Bezug auf einen Modul N. 


Wir wollen zunächst untersuchen, wieviel verschiedene Formenreste 
ein gegebenes Genus in Bezug auf einen gegebenen Modul N liefert. In 
der Anzahl dieser Formenreste finden wir einen Divisor der Formenanzahl 
des Genus, und wir werden so alle wesentlichen Faetoren kennen lernen, 
aus welchen sich die Ausdrücke für die Formenanzahl zusammensetzen. 


208 Hermann Minkowski. 


Das Genus möge durch eine beliebige seiner Formen, f, repräsentirt 
werden. Es ist dann klar, dass wir die Reste des Genus nach dem Modul 
N nur unter denjenigen Formen suchen dürfen, welche — f (mod N) sind. 
Man gelangt zu diesen Formen, indem man auf f ein vollständiges 


N 


System von lauter incongruenten Substitutionen 7' von einer Determinante 


=1 (mod N) anwendet. Ein solches. System wird leicht bestimmt. Man 
braucht beispielsweise nur von den N” incongruenten Substitutionen 


B= LU (mod N), iy Stam (4, eld; 08) 


alle diejenigen fortzulassen, in welchen die Determinante nicht = 1 (mod N) 
ausfällt. 

In dem Systeme der 7 mögen sich im Ganzen N Substitutionen 
finden lassen, — etwa die folgenden: 7, 7,, ..., Ty, durch welche f in 
A verschiedene Reste: 91, go, ..., Jy (mod N) übergehe. Das gegebene 
Genus enthält dann sicher nicht mehr als diese N Reste. Wir behaupten 
aber, dass diese Reste wirklich alle dem gegebenen Genus, ja schon der 
(ganz beliebigen) Classe f eigen sind. 

In der That, zu jeder Substitution 


= M =ı (mod N) 


lässt sich immer eine nach dem Modul N congruente Substitution S von 
einer Determinante ı bestimmen. Im Falle » = 1 leuchtet dieses un- 
mittelbar ein. Wenn n > 1 ist, so bedienen wir uns zum Beweise eines 
Schlusses von n— 1 auf n. Offenbar muss der grösste Theiler der n Zahlen 
r, zu N relativ prim sein. Man kann daher » Zahlen & — v, (mod N) 


finden, deren grösster Theiler gleich 1 ist. — Alsdann lässt sich bekanntlich 
eine Substitution 
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von der Determinante 1 bilden (F. Q., p. 98). Das Product S,'.7' ge- 
winnt jetzt die Form 


qui CT PE UR 


n--1 


EE TE > 


q 
ti 
| 


= 1 (mod N). 


.* 09 RÀ Ae. . LI * * . 


n—1 
n—1 


1 
ee es À 


Ist unser Lemma bereits für den Fall » — 1 erwiesen, so können wir 
an Stelle der w^ solche congruente Zahlen einführen, dass |wj| in 1: 
übergeht. Ferner setzen wir an Stelle der ersten Verticalreihe von U ein- 
fach die Zahlen 1, o, ..., o. Auf diese Weise wird U in eine congru- 
ente Substitution V von der Determinante 1 übergehen, und das Product 
S,.V — S erscheint als eine mit 7 congruente Substitution von der De- 
terminante I. 

Wir können so zu allen Substitutionen 7,, 7,, ..., Ty congruente 
Substitutionen S,, S;, ..., Sy von der Determinante 1 bilden. Durch 
diese muss sich f in äquivalente Formen mit den Resten g,, 4, ..., In 
verwandeln, was zu beweisen war. 

Es ist nun leicht plausibel zu machen, dass die Formenanzahl der 
Classe f ein Vielfaches der Zahl N wird. Man denke sich zu dem Behufe 
in der Classe f alle verschiedenen Formen gekennzeichnet, welche nach 
dem Modul N den Rest / lassen, und für jede dieser Formen je eine 
Substitution S notirt, durch welche dieselbe aus f entsteht. Durch An- 
wendung aller S.S,, S.S,,..., S.S, müssen dann aus f die sämmt- 
lichen Formen der Classe f hervorgehen, und zwar eine jede ein einziges 
Mal. Die Zahl 3t theilt somit wirklich in gewissem Sinne die (unendliche) 
Formenanzahl der Classe f, und da diese Classe eine beliebige ist, auch 
die Formenanzahl des gesammten Genus, wie am Anfange ausgesprochen 
war. 

Um einen Ausdruck für die Zahl N zu gewinnen, verführt man fol- 
gendermaassen. Es sei d,(N) die Anzahl der Individuen eines vollständigen 
Systemes von incongruenten Substitutionen 7' von einer Determinante 
— 1 (mod N). Alle diejenigen 7, welche auf den Rest f (mod N) ohne 
Wirkung bleiben, nenne man T, und es sei f(N) die Anzahl der ver- 
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schiedenen T. Die Substitutionen T.7,, T.7,, ..., T.7, müssen das 


gesammte System der 7'erschópfen, und man erhält so: 


Gr) 
ep 

In welcher Weise die Grösse ¢,(N) gefunden wird, ist bekannt.' 
Damit ein T- 1: (mod N) ausfalle, ist zunächst erforderlich, dass die » 
Zahlen z,, 74, ..., x, der ersten Verticalreihe ohne gemeinsamen Theiler 
mit N gewählt seien. Eine solche Wahl kann auf N".(N), Arten ge- 
schehen, wenn (N), das über alle verschiedenen Primzahlen g von N aus- 


3 





\ 
\ 


I : : 
gedehnte Product II ( I nio bedeutet. Man sieht leicht, dass zu jedem, 
. d 


ohne Theiler mit N gewählten Systeme x, mindestens ein 7 gehört. Alle 
möglichen 7' mit der ersten Verticalreihe x, folgen dann durch Zusammen- 
setzung dieses einen mit den verschiedenen Substitutionen U — 1 (mod N). 
In U unterliegen die » — 1 Zahlen U, gar keiner Beschränkung. Es 
lassen sich also im Ganzen N'7'.4,4(N) incongruente U bilden, und 


man erlangt die Beziehung: 
PN) = NTC (NJ, Pra (2). 
Da nun ¢,(N) = 1 ist, so entsteht 
PYM) EN CP WON sa GNI 


Es handelt sich also wesentlich um die Bestimmung der (Grossen 
f(N). Dabei genügt es, den Fall zu untersuchen, wo N eine Primzahl- 


potenz q' ist. 


Denn setzt N sich aus mehreren Primzahlpotenzen gq’ zusammen, 
N = II4', so hat man f(N) = IIf(q'). 

So oft nämlich eine Substitution T — 1 (mod N) ist, ergiebt sich 
dieselbe auch — 1 nach jedem der Moduln g', und ändert sie den Rest 
f (mod N) nicht, so ändert sie auch keinen der Reste f (mod 4^). Liegt 
andererseits für einen jeden Modul g‘ ein T, vor, von einer Determinante 
=1 (modg‘), welches auf f (mod gq’) ohne Wirkung bleibt, so wird die 
Substitution T (mod N), welche allen Congruenzen 


. T=T, (mod gi) 


' JonpAN, Traité des substitutions, 120—124. 


oe 
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genügt, =1 (mod N) ausfallen, und den Rest f (mod N) nicht ändern. 


So geht die behauptete Relation hervor. 


4. Hilfssátze zur Bestimmung der Zahlen f(q'). 


Wir brauchen in Betreff der Grössen /(g') nur den Fall zu be- 
trachten, wo f primitiv in Bezug auf q ist, also die Coefficienten a, von 
f nicht sämmtlich den Theiler g haben. Denn sei etwa f — q’.g und 
40. So lange man d>t>o hat, bleibt der Rest f (mod 4) bei 
jeder Substitution ungeändert, und man erhält f(g') = ¢,(q'). Wenn 


aber d < £ ist, so gilt die Relation 


(1) d' 322 du qmi. 


In der That, eine jede Substitution T — 1: (mod 4g), welche auf 
f (mod 4") ohne Wirkung ist, ändert auch g (mod g^) nicht; und ebenso 
wird ein jedes 3 — 1 (mod 4^7, welches auf g (mod 4^7) ohne Wirkung 
bleibt, auch f (mod g^) nicht ändern. Aus einem jeden X lassen sich aber 
q^" 7", nach dem Modul 4' verschiedene Substitutionen T herleiten. Denn 
in einem X ist immer mindestens ein Coefficient c da, für welchen E 


m a 


zu q relativ prim ausfällt. Wir können nun, um eine Substitution T zu 
gewinnen, erst jeden der n* — 1 übrigen Coefficientenreste (mod 4^7?) von 
T durch $4" verschiedene Reste (mod 4^ .ersetzen. Der Rest von c für 
den Modul 4' folgt hernach eindeutig aus der Bedingung, dass die ver- 
änderte Substitution eine Determinante = ı (mod $^ ergebe. 

Insofern es uns um Factoren für die Formenanzahl eines Genus zu 
thun ist, reicht die Betrachtung solcher Moduln $' aus, welche gewisse 
"Grenzen g° überschreiten. Denn ist ¢>¢—d> 0, so beweist man 


leicht, dass die Zahl 4,(q^7^):/(q^") einen Divisor der Zahl 3i =o 





vorstellt. Beachtet man die oben gegebenen Werthe von &,(g'), so läuft 
dieses darauf hinaus, dass die Zahl f(4') in der Zahl 4". f (q'7^) [t —4d > 0| 
aufgeht. 

Für eine mit g primitive Form f machen wir von folgenden Bezeich- 
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nungen Gebrauch. Die hóchsten in den Invarianten 0, 035.55 0,3 enthalte- 
nen Potenzen von q sollen die Exponenten besitzen: c, (dos djs «iy Oe. e 
und es sei allgemein 


v, — 06, + 0,  ... + o, 9, = ho, + (h — Des +, d m. 


Ferner nehmen wir an, von den » — 1 nicht negativen Zahlen ©, seien 
im Ganzen A— 1 grösser als Null, nämlich die folgenden: 


(9), = 0)‘ Oy, 05, ..., op, (94 = n) 


und wir bilden die Gleichungen 


i= %, On ah Xoy peni. Oy 5 Wee st Mar ee eee 
d. T; Xr — 0. = S. o. 


Der Quotient aus der Determinante A von f und der Potenz 9%- 
mag für einen Moment A, heissen. Wir werden weiterhin voraussetzen, 
dass unsere Moduln gq‘, wenn q einer ungeraden Primzahl p gleich ist, 
die Potenz p* = p"", und wenn q = 2 ist, die Potenz 29 = 2'*- über. 
schreiten. Die Folge davon wird sein, dass ein jeder Rest f (mod q^) uns, 
wenn q = p ist, den Werth der Einheit eu und wenn q — 2 ist, den 


do—1 


Werth der Einheit (— 1) ? , sowie im Falle 0,., = 2, auch den Werth 


alb intel (= 
er nnel A 


0 


liefert. Denn es gilt der Satz: 
g 
Genügt eine Form g schon der Coneruenz 
I 5 
9 =f (mod q9*), 


und soll noch gf (mod g^ sein, so ist nothwendig und hinreichend, 
dass, wenn q — p, die Beziehung 


A (9) = A(f) (mod p'*?- 
und wenn gq = 2, die Beziehung 


A(g) = A(f) (mod c, ,.2'** 5 
bestehe. 
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Ich erwàhne noch einige, zum Theil bekannte Sátze über Congruenzen, 
welche bald ihre Anwendung finden werden. 

(2. Ist eine Form f und eine Zahl « prim in Bezug auf eine un- 
gerade Primzahl p, und hat die Congruenz 


f(é)= a (mod y) 
A.p'^ Lösungen, so besitzt die Congruenz 
(t) f(&) =a (mod y) (»0 


A.p"-^"' Lösungen. 
Denn genügt ein System & der Congruenz 


(t — 1) f(&) =a (mod p), 


und setzt man z,zé, yu, (mod p^), so kommt, da £ > 1 sein soll 
i i i ) ? , 


f(«)=f(&) + p DIT x (mod p^). 
\ 


M" 5 . 
Nun kónnen die Zahlen SL nicht sämmtlich durch p theilbar sein, da 


Si 


man - DARET (mod p) hat. Also ergiebt die Congruenz 
- fe) _ Yu, = (mod p) 


p" Lösungen u, (mod p), und eine jede Lösung von (t— 1) liefert p" 
Lösungen von (¢), woraus unmittelbar unser Satz folgt. 








-1 


Jetzt sei f= Za,x,x, eine in Bezug auf 2 primitive Form, und a 
eine ungerade Zahl. Wir unterscheiden zwei Fälle, je nachdem die In- 
variante e, von f den Werth 1 oder 2 hat, die Zahlen «,, also zum Theil 
ungerade oder sämmtlich gerade ausfallen. 

(3). Ist e, = 1, und besitzt die Congruenz 


f(&) =a (mod 8) 
A.2'"-" Lösungen, so liefert die Congruenz 


(4) f(&) =a (mod 2) «> 3) 


4:23 Lösungen. 
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In der That, es genügen der Congruenz 
(¢ — 1) f(&) =a (mod 2) 


zusammen mit einem Systeme €, (mod 2^9) immer alle adie: 2" Systeme 
x; (mod 2‘'), für welche x, =£, (mod 2°”) ist. Denn jedes dieser Sy- 
steme lässt sich in die Form w,= & + 2°70, (mod 2^) setzen, wo die n 
Grössen 3, entweder o oder 1 bedeuten; man hat also wirklich: 


f(x) =f(&) + 2^ a e (mod 2*7), 


Bildet man nun mit Hilfe einer Lösung & (mod 2*7) von (f — 1) 


pA 


ein System z,-— 6, + 2'”’u, (mod 2*7), so kommt 


& —f(8) I of : 
a Ma — ue (mod 2) 


ergiebt 2"! Lösungen w, (mod 2). So führt eine jede Lösung &, (mod 2^7) 
von (£— 1) zu 2” Lösungen & (mod 2*7) von (f), woraus die Richtig- 
keit unserer Behauptung erhellt. 

Es ist auch klar, dass unser Satz gültig bleibt, wenn wir alle solchen 
Lösungen £, ausschliessen, die zugleich gewissen gegebenen linearen Con- 
gruenzen nach dem Modul 2 genügen. 


(4) Ist zweitens ec, = 2, und hat die Congruenz 


f(&)= 2« (mod 4) 
et : é à " IT . M : 
24.2'"-" Lösungen, in welchen die » Zahlen E nicht sämmtlich. gerade 


= t 


sind, so liefert die Congruenz 


(t) f(&)= 2a (mod 2°) «>» 

4 (n—1)t 2 > 2 < I of s ET > 

24.2 Lösungen, bei welchen die x Zahlen - Sx nicht sämmtlich 
295, 


gerade sind. 


I c . 5 “4 
Denn setzt man =” = e, so gruppiren sich je 2" Lösungen &, (mod 2‘) 
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von (¢) zu je einer Lösung &, (mod 2'7) von e(&) =a (mod 2'7'). Unser 
Satz geht so in einen analogen Satz in Betreff des Ausdruckes ¢ über, 
welcher dann ähnlich bewiesen wird wie der Satz (2). 
Wir schreiten nun zur Bestimmung der Grössen f(q'). 
wir uns hauptsächlich auf diejenigen Resultate stützen, welche in der Note 
zu meiner am Anfange citirten Arbeit enthalten sind (F. Q., pp. 169—178). 


! Dabei werden 


5. Der Fall einer ungeraden Primzahl. 


Wir betrachten zunächst den einfacheren Fall, wo q gleich einer 
ungeraden Primzahl p ist. Die Form f sei primitiv in Bezug auf y. 
Der Modul p’ möge die Potenz p™" überschreiten. 

Da wir f durch jeden nach dem Modul 9° congruenten Rest ersetzen 
dürfen, so können wir annehmen (4, Q., p. 7), / habe den Typus 


f a& + F (mod y^, 


wo a zu p prim ist, und F einen Rest von n — 1 Varinbeln vorstellt. 
Die Coefficienten von F müssen den Factor y^ enthalten, und setzen wir 


F=yp"f™ (mod p), 


so fällt der Rest f® primitiv in Bezug auf p aus, und die » — 2 In- 
varianten p^", welche diesem Reste angehören, erfüllen die Gleichungen: 


wo, — 709 : (h=2, 8, ..., n— 1) 


Wir denken uns die f(p') verschiedenen Substitutionen T von einer 
Determinante = 1 (mod p) aufgestellt, welche den Rest f (mod j^ in sich 
selbst überführen. In jeder dieser Substitutionen muss die erste Vertical- 
reihe aus n Zahlen £ (mod p^ bestehen, welche 


f(&) =a (mod p) 


ergeben. Der vorstehenden Congruenz mögen 4.95" "' verschiedene Sy- 
steme & (mod p‘) Genüge leisten. Die Betrachtungen aus F. Q., p. 170, 


' [n einem ausgezeichneten Falle, nämlich für die Form f — ai + a2 +... o. 
sind die Zahlen /(4) von Herrn JorDan gegeben (Traité des substitutions, 201—214, 
Ordre du groupe orthogonal). 
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lassen erkennen, dass jedem dieser Systeme £, wirklich Substitutionen T 
zukommen, welche den Rest f in sich selbst transformiren. 

Es fragt sich, wie viele verschiedene T können aus einem bestimmten 
Systeme €, hervorgehen. Ist T, eine erste dieser Substitutionen, so wird 
jedes überhaupt vorhandene T mit der ersten Verticalreihe & in ganz be- 


stimmter Weise zusammengesetzt sein als Product aus T, und aus zwei 


0 
Substitutionen U und € von der Form 








I, U,, Site wed Ln I, O, 0,0 
0, 4 e» E 
= , 32 Pee) aa O ? 1,9 ui ] ; 
v= j T = (mod 5. 
o, o f di 
’ 3 S 9 I O, [Ed (EE PME urs EE 


Soll nun T den Rest f in sich selbst überführen, so ist nöthig, dass auch 
U. diesen Rest in sich selbst transformire. Hierzu wieder ist erforder- 
lich, dass die Relationen U, — o (mod p) gelten, und dass die Substitution 
T auf den Rest F (mod p‘) ohne Wirkung bleibe. Die Anzahl der ver- 
schiedenen T mit der ersten Verticalreihe &, welche f (mod y^) nicht 
ändern, wird daher gleich der Anzahl der verschiedenen T sein, welche 
auf Æ (mod p) ohne Wirkung sind, also gleich F(p') Zieht man noch 
die Formel 4. (1) in Betracht, so kommt schliesslich 


fp) a QN mee m ae a OE a 


Wir setzen nun alleemein: 
e 


1,n—1 


— (n— — 1 
Sr Dr, s o (© li h+ LM 1,n—1 


(de Er TS 





Für den Rest f? bilden wir eine entsprechende Grösse f Spl. Die vor- 
| Dp 
stehende Relation verwandelt sich alsdann in: 


(p) fip) = AV 


und diese Formel bleibt auch für » — 1: gültig, falls nur für eine Form 


F' von. Null Variabeln Fip\ LL 


genommen wird. 


tp 
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Es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Grösse A. Nach dem 
Satze 4. (2) muss A.p"' die Anzahl aller Lösungen von f(&)-« (mod y) 
ausdrücken. Bedeutet x den Index der ersten von den Zahlen w,, w,,…., 
0, 4, 0, (= — co), welche nicht verschwindet, so können wir f von dem 
Typus voraussetzen: 


[= D + p.f@ 
GE o EUN E EN 





(mod D) (4 =4) 


wo ein jedes a, a, ..., a, und ebenso der Rest f® primitiv in Bezug 
auf p ist (F. Q., p. 19). Wir erhalten dann f= @ (mod p), und A. p*" 
muss die Anzahl der Lösungen von @=a (mod p) geben. Nun lässt sich 
diese letztere Anzahl nach bekannten Sätzen herleiten. ' Man gelangt so 
zu folgenden Beziehungen: 
1) wenn x=o (mod 2), 
AE (1 zt dup] Sy getan Des"). 


2) wenn x=1 (mod 2), 


> (— NE Lo (1. Ay’ 
E 1 ; 2 1 . 9 3 ce. Ay 
A= (i s.p )- gt = (CY ae 5 mre 
Im Falle x = 1 hat man sich 0! = ı zu denken. 


Wir können weiter die Grösse f{p| auf f?|[p| zurückführen. Man 
findet: 
fip) = U.f pI, 


wenn 3t den folgenden Ausdruck bedeutet: im Falle x — o (mod 2), 


Eau) 


T^ 





und im Falle x=1 (mod 2), 


x — 2(1 ze s) I 3-4 


' LEBESGUE, Recherches sur les nombres, S 5 (Journal de LrovviLLE, T. 2, 
pp. 266—275). — €. Jorpan, Comptes rendus, 1866, I, pp. 687—690; Traité des 
substitutions, 197—200; Journal de LriovuviLLE, 2™ série, T. 17, p. 372. — F. Q., 
artt, VII—VIII. 
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Für ein x = 1 stimmt diese Gleichung unmittelbar mit (p) überein, 
während sie für ein x > 1 leicht aus (p) mit Hilfe eines Schlusses von 
x — 1 auf x hervorgeht. Man braucht nur zu beachten, dass dem Reste 
f? in derselben Weise die Zahl x — 1 angehórt wie dem Reste f die 
Zahl x. | 

Für alle ungeraden Primzahlen p, welche nicht in der Determinante 
A der Form f aufgehen, wird x — ^, also ma ...a, = ^ (mod p), 
während f% sich als ein Rest von Null Variabeln erweist. Für alle 
diese Primzahlen p kommt daher: | 

1) wenn n=o (mod 2), 


n(n—1) > 
ICH os ^ / I = ( I (= =) 1 4s 
m . E a I m E “ee — UU . =a SS = , 
f(p) p (1 =) p I Ei | I p 2 
2) wenn #=1 (mod 2), 
n(n—1), 


; 2 / I I | I 
f(p)-—» ie 5)(: 3) ( -——) 

Pp E P 
Um die Grössen f{p} vollständig darzustellen, wollen wir endlich f 
als Hauptrest für den Modul y' voraussetzen. Falls die Bezeichnungen 

aus 4. gelten, so heisst dieses, f soll den Typus haben: 
r=19 +29 + p'^[0, +... + p^3(9,)]]] (mod p), 
9, = dE ED +... + aPEPEP (mod pn), 


wo die a sämmtlich zu p prim sind (F. Q., p. 19). 

Für einen Hauptrest f wird die Grösse f{p} gleich einem Producte aus 
der Potenz 2*~' und aus À Factoren 3(,, welche den À einzelnen Resten ®, 
entsprechen und folgende Bedeutung haben: 


XE : 2 a, Ah a i 
wo B die grösste in > enthaltene ganze Zahl vorstellt, und a, — 1 ist im 


Falle T 1 (mod 2), dagegen: 


bo 
© 
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de = (1 + G29 rs 


wenn x,-:o (mod 2) ist. 

Die Richtigkeit dieser Formeln ergiebt sich sofort mit Hilfe eines 
Schlusses von 2— 1 auf à. Man bemerkt nämlich, dass dem Reste 
f? (x = x) in derselben Weise die Zahl A— 1 zukommt wie dem Reste 


f die Zahl A. 


6. Der Fall der Primzahl 2. 


Wir behandeln jetzt den Fall q — 2, welcher auf etwas umstànd- 
licherem Wege zu gleich einfachen Resultaten führt. Die Form f sei 
primitiv in Bezug auf 2. Wir machen für dieselbe von den in 4. an- 
gegebenen Bezeichnungen Gebrauch. Der Modul 2' sei grösser als die 
Potenz 2'*"^:; man hat dann immer ¢ > 2, und wenn v, , > 0, auch ¢ > 3. 

Wir werden die Grössen f(2‘) finden, indem wir f als Hauptrest 
für den Modul 2' annehmen, also für f den Typus zulassen: 


, 


fex Gy 270, +. iid 2;0(0,)]) (mod 25, 


wo die einzelnen 4, Reste vorstellen, die in Bezug auf 2 primitiv sind, 
und entweder dem Typus 


(R;) 0, = im (mod Re 


(k) 
Ay, 


oder, wenn x, gerade ist, auch dem Typus 


2a, AQ, | 


(k) CK) 
Aj » 241, 


(Ry) = Apnd ! (mod 2°") 
2o, AQ 


2 2 
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angehören (F. Q., p. 23). Dabei bedeuten die af”, ebenso wie die Aj, 
lauter ungerade Gróssen. 

Wir geben jedem Reste 4$, vom Typus (R,) eine Zahl „= 1, und 
jedem Reste ®, vom Typus (Ry) eine Zahl z, = 2. Die x, — 1 Invari- 
anten o eines Restes ®, nennen wir 9%, pP, ..., p ;. Es gelten dann 


folgende Beziehungen (F. Q., art. IV), wenn „= 1: 


(k) 


Pn EL ; 
wenn 7, 2: 
ur T aes ee rae: 
Pan-ı = 2) Pon, = 15 
ferner: 
ENS É 
O Uy +h) — Pr , (h=1, 2, ..., Xx—1) 
und: 
Cy, == I, 


sodass die Zahlen 7, durch die Invarianten o, bestimmt sind. In der 
That erhàlt man insbesondere: | 


Th OLD sis 


I | 
Ein Ausdruck von der Gestalt - ® mag, je nachdem = 1 oder = 2 
= 


ist, kurz mit (I) oder mit (II) bezeichnet werden. Wir schicken zunächst 
einige Bemerkungen über die Congruenzen 


(D zm (mod 4) und (ID)z (mod 2) 
voraus. | 
(I). Für einen Ausdruck 


Y= a8 + es +... + a8 (mod 4) 
mógen:V,, V, V,, V, die Anzahlen der Lösungen von 
V'— o, 1, 2, 3 (mod 4) 


vorstellen. Diese 4 Anzahlen können leicht nach F. Q, art. VIII, ge- : 
funden werden. Man setze nàmlich 


AV, — 4. + 4; +¢,4+ 4, 
4¥, = d, — 1$, — 4, + 19, 
4U, = 0, — Di + 96, do 
4V, =) d, ri 
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wo i = y/— 1, und bilde die Einheiten: 


und 





di = (- 


+ € 
2 2 











Wir unterscheiden die folgenden Falle: 


1) x=0 (mod 2). 








SHR aco (LE 
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(h=1, 3) 
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. 3x 
RS I —2 
(A) es — I; do — N ee , o = ) Se 57 
2-1 | 3 
v2 v2 
3x-F1 
ud emi wo 0.27, 
3x -1 
quic es AY E 27 — D. 2-3 
3X 34 
1e D Hilo à 
= Lu AN 2 M SEO 2 
(B e=— 1; Rs E TONS Qu ee 
v2 v2 
TEE 
AY. = 4. -— 2?* = Ô 2 2 2 
32 4-1 


RA. m tés = Dx es 2 
A RA 12 oie 


In Betreff der Einheiten = und à erwähnen wir noch einige Punkte. 
2a =? L . a. . 
1) Der Rest /=a, + 4, +... + a, (mod 4) ist durch die Einheit € 
bestimmt. 
Da nämlich immer a,= 1 (mod 2) ist, so kommt zunächst 


[zx (mod 2), (— 1)' = (— 1)". 
Sind ferner von den Zahlen a,, a, ..., a, im Ganzen x, =— 1 (mod 4) 


0 —— 
und x — x, =1 (mod 4), so folgt einerseits: 


ss — 


i E gc e aim 
andererseits: 
l=(x—xz,) — x, = x — 2x, (mod 4), 


mithin: 


Im Speciellen findet man, wenn x=1 (mod 2): 
1=e (mod 4). 


2) Ersetzt man ¥ durch — V, also a, (mod 4) durch — a, (mod 4), 
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N 


so mögen an die Stelle von s und @ die Einheiten s^ und @~ treten. 
Man erhàlt unmittelbar: 


Es (— 21), ds Be; 
‚also: 
1) x=o (mod 2), Erz d dos 
2) xz r1 (mod 2), E = —E£, ge 


Dasselbe Resultat erschliesst man auch leicht aus der aufgestellten 
Tabelle, indem man die Beziehungen #°, = (— ^), beachtet. 
3) Wir wollen 


wA zac +...+ a,Ë (mod 4) 


1 


setzen, und die Einheiten e und 2, welche zu 7" gehóren, mit s' und 


0" bezeichnen. 
Mit Hilfe der Relationen 


Eee lesen nz eno 


findet man: 














a—1 „el PR a 
e 2 (— 1) .(— 1)? .8', 0 (aes? we Pini dio weap 
also: 
1) xzo (mod 2); (A) e=1; dod, a — — se! (mod 4); 
a—1 
(B) s=—1; à—-——(—1)?*.8', a=e! (mod 4) 
2) x=1 (mod 2); (A) az — s (mod 4); s$!'——1, d= —..0'; 


(ID. Jetzt liege ein Ausdruck vor: 


Xz(n& + AGG, + aH) +... + (a8 + AE + SE 


2 2 2 


w|x 
»|x 
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und es bedeute X, und X, die Anzahl der Lósungen von 


X=0 “und, X=4 (mod 2). 


Setzt man: 
2X, v o IX 2X, au ym d£ 


ferner: 
2 
I #3 | a er 
\ Etc 7 Atty, — Ax |? 
| Sere 
so kommt nach 7. Q., p. 65: 
3 


Ji 290 = See eee 


also: 


Nach diesen Vorbereitungen wollen wir versuchen, eine Formel auf- 
zustellen, mit deren Hilfe die Grössen f(2‘) für Reste von n(> 1) Vari- 
abeln auf entsprechende Grössen für Reste von weniger als n Variabeln 
zurückgeführt werden können. Für Reste f von einer Variabeln hat man 


einfach f(2‘) = 1. 


Da wir f als Hauptrest für den Modul 2' voraussetzen, so gilt je- 


denfalls eine Congruenz 


f= 0, + 2 ^f*? (mod 2’), (oy, >) 


wo @, einen Rest vom Typus (R,) oder (Ry) bedeutet. Wir unterscheiden 
zwei Fälle, je nachdem die Invariante 7, = e, den Werth 1 oder 2 erhält. 


Ist zunächst e, = 1, so lässt f sich zugleich in der Form schreiben: 
f «€ + 2^f9? (mod 2‘), 


wo a ungerade ist, und /*" einen in Bezug auf 2 primitiven Rest vorstellt, 
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welcher im Falle w, — o (x, > r) eine erste Invariante o gleich 1 ergiebt. 
Ueberhaupt folgen die Invarianten of? und 2"? von f™ aus den Glei- 


chungen: 


1 
e. m iia m, — Wj: (h=2, 8, ..., n—1) 


Die Anzahl f(2') der incongruenten Substitutionen T von einer De- 
terminante — 1 (mod 2‘), welche den Rest f in sich selbst überführen, 
drückt sich in ähnlicher Weise aus wie oben die Zahl f(p') In der 
That, die erste Verticalreihe einer Substitution T muss immer von n 
Zahlen €, (mod 2‘) gebildet sein, welche 


(t) | f(£) =a (mod 2^ 


liefern. Dazu tritt in den Fällen, wo x, > r ist, noch die Bedingung, 
dass nicht zu eleicher Zeit die sàmmtlichen Congruenzen 


(c) ee > (modos) 


bestehen dürfen (F. @., p. 172 und 128) Wir bezeichnen mit 4.277", 
je nachdem x, = 1 oder >1 ist, entweder die Anzahl aller möglichen 
Lösungen &, von (f), oder nur die Anzahl aller derjenigen Lösungen &, 
welehe nicht zugleich die Congruenzen (c) erfüllen. 

Die Betrachtungen in F. Q., p. 172, zeigen, dass wirklich jedem dieser 
Systeme £, Substitutionen T entsprechen, welche den Rest f in sich selbst 
transformiren. Ebenso wie in 5. schliesst man dann, dass jedes solche 
System €, zu genau soviel verschiedenen T Veranlassung giebt, als ver- 
schiedene Substitutionen von einer Determinante =1 (mod 2‘) existiren, 
welche auf den Rest 2"/*? ohne Wirkung sind. So gewinnt man die 
Beziehung: 

f(2‘) = 2"-Drtmla-D-1], 4 , fO (a), 


In Betreff der Grösse A unterscheiden wir die Fälle z = 1 und 
x > 1. 
1^. Ist zunächst z, = I, so giebt unsere Annahme über /, (wenn 


n > 1) jedenfalls ¢> 3. Nach dem Satze 4. (3) muss daher 4.2"? 
die Anzahl der Lösungen von f(&)=«a (mod 8) ausdrücken. 

Indem man in f alle Glieder fortlisst, welche durch 8 theilbar sind, 
erlangt / entweder den Typus: | 
(1) f= 4€ (mod 8). 
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In diesem Falle hat man f=« (mod 8), sobald €=1 (mod 2) ist. 
Die Anzahl der Lösungen von f=a (mod 8) beträgt demnach 4.2? 


und man findet: 
d 3. 


Oder f gehört einem der beiden Typen an: 


(2) 2 A at | (mod 8). 
[8e Atl) a 


In dem Ausdrucke 4(7) erscheint mindestens ein Glied 4ar* = 4x (mod 8). 
Durch Änderung des Restes von x (mod 2) können wir aus jeder Lösung 
von f=a (mod 8) eine solche von f=a + 4 (mod 8) herleiten, und um- 
gekehrt. Diese zwei Congruenzen besitzen also gleich viel, nämlich 


3(n—1) 


Pg *Lósungen, und man erhält: 


mme ou 
Oder f gehórt dem Typus an: 


(3) f a& + 4(II) (mod 8). 


In diesem Falle hat f = 4 (mod 8) stets €=1 (mod 2) und (7/7) «0 
(mod 2) zur Folge. Bildet man für den Rest (21), von x, — x Variabeln, 
nach der Formel (ID, eine Einheit 0, so ergiebt sich die Anzahl der 


4 


Lösungen von (11) =o (mod 2) gleich 2°" (1 + 6. 2°), und man bekommt 


Oder f gehört dem Typus an: 


(4) f=aé + 2(1) (mod 8). 


Dann ist f= (mod 8) identisch mit €= 1 (mod 2) und (7) —0 (mod 4). 
Gehören zu dem Reste (7) von x, = x Variabeln, gemäss der Formel (D, 
zwei Einheiten e und 29, so liefert die obige Tabelle: 


bho 
n2 
-1 
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I) x=0 (mod 2), 


: .E= — I, AL 


2) x=t1\(inod 2), 


ub ( + =) 


2 2 





Oder f gehört endlich dem Typus an: 
(5) f=aë + 2(1) + 4(I), (mod 8). 


In diesem Falle enthält 2(7) mindestens ein Glied 2ax°= 2x (mod 4), 
mit dessen Hilfe die Lösungen von f=1 und f= 3 (mod 4) einander ein- 
deutig zugeordnet werden können; und ebenso erscheint in 4(/), mindestens 
ein Glied 4ar'- 4r (mod 8), in Folge dessen die Congruenzen f= « und 
f= a + 4 (mod 8) gleichviel Lösungen zulassen. So findet man leicht: 


A = 1. 


2°. Jetzt sei x, > 1. Wir theilen für einen Moment die Systeme 
&, welche f(£&)= 1 (mod 2) ergeben, in Systeme erster oder zweiter Art 
ein, je nachdem sie den Bedingungen (c) entgegen sind oder mit den- 
selben harmoniren. Irgend ein System £ (mod 4) erster Art möge die 


Congruenz 
(a) f (&) =a (mod 4) 


erfüllen. Da ein solches System zugleich einen bestimmten Werth des 
Restes /(€,) (mod 8) ergiebt, so wird es nur einer der beiden Congruenzen 
f(&)z:« (mod 8) und f(&)=a-+ 4 (mod 8) Genüge leisten. Ist nun 
von den Zahlen &, &, ..., &, etwa &, die erste, welche nicht ungerade 
ausfällt, und ändern wir den Rest &, (mod 4) in &, + 2 (mod 4), so geht 
aus dem Systeme £, (mod 4) ein anderes System erster Art hervor, 
welches offenbar der anderen von diesen beiden Congruenzen genügen 
muss. So erhellt, dass diese zwei Congruenzen gleichviel Lösungen erster 


Art zulassen. 
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Beachtet man jetzt die Definition der Grösse A und den Satz 4. (3), 
so folgt, dass in allen Fallen die Anzahl der Lösungen erster Art von 
(a) durch A. 2?” ® ausgedrückt ist. Man gelangt zu dieser Anzahl, indem 
man die Anzahl aller möglichen Lösungen dieser Congruenz um die An- 
zahl ihrer Lösungen zweiter Art vermindert. 

Wir unterscheiden die Balle. 0 (mod 2) und 7, = 1 (mod 25 
schreiben aber der Einfachheit halber x für x. 

1. Zunächst sei x-0 (mod 2). In diesem Falle treten überhaupt 
keine Lösungen zweiter Art auf, da die Congruenzen (c) stets /(&)=% 
(mod 2) nach sich ziehen. 

Entweder ist nun f von dem Typus: 


(1) f z (1) (mod 4). 


Lassen wir dieselben Bezeichnungen wie oben für 4^ gelten, so liefert 
die aufgestellte Tabelle: 


— I, A= 15 = OL) A = —e'| 


| 


© 


) $E 4 E IE 
= — 1, AC aei [de —(—3) 7 . 0^ 1)? = e] 


Oder f ist von dem Typus: 
(2) f 2(I), (mod 4). 


Alsdann erscheint in 2(1), ein Glied 20x? = 2r (mod 4), welches 
bewirkt, dass f=! und fz 3 (mod 4) eleichviel Lösungen zulassen. Dem- 
nach kommt einfach: 

A E 
3 "Endlich sei xz 1 (mod 2) Wir unterscheiden dieselben zwei Fälle. 
Entweder ist f von dem Typus: 


(1) f=(1) (mod 4). 


Identifieiren wir den Rest (I) mit dem obigen Ausdrucke %', so entsteht 
für Systeme 6, zweiter Art: 


f(&) zm + 09 he + a,- s (mod 4). 
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Diese Systeme gehen also nur den Fall an, wo 4=¢ (mod 4) ist. Mithin 


kommt: 

















1 d. ^ : 
a=—e(mod4), A= (1 ur pe (I=—1,9=-2.0)) 
2 À 
— 0 pt) atxu ài 
21 in 2 9 23 


(1=1,0=01) 


Oder f ist vom Typus: 


(2) f 


Alsdann bewirkt ein jedes Glied 2ax7°= 2r (mod 4) aus 2(J),, dass 
f=1 und f=3 (mod 4) sowohl gleichviel Lösungen erster, wie gleichviel 
Losungen zweiter Art besitzen, und man findet: 


2 A = (: —,). 


(a, = 2). 


ll 
47 
— 
x m. i 
+ 
bo 
N 
— 
de 
= 
© 
c 
A 
in À 


Wenn o, = 2 ist, so lässt f sich zugleich in der Form schreiben: 


i 2(a8* + E + à 2?) + 2%f% (mod 2‘), 


wo « und A ungerade sind, und f“ einen in Bezug auf 2 primitiven 
Rest bedeutet. Die Invarianten ef? und 2"? von / bestimmen sich aus 
den Gleichungen: | 

Wir betrachten die f(2*) Substitutionen T von einer Determinante 
= 1 (mod 25), welche den Rest f in sich selbst verwandeln. In jeder 
dieser Substitutionen muss die erste Verticalreihe von » Zahlen &, (mod 2°) 


gebildet werden, welche 


t) 


ergeben. Ferner dürfen diese Zahlen nicht zugleich alle Bedingungen 


a 


f(&) = 2a (mod 2°) 


(c) $20, 620, ..., &,z0 (mod 2) 
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erfüllen (F. Q., p. 175 und 129). Wir bezeichnen mit 2A. 2" die 
Anzahl aller Systeme £, (mod 2‘), welche der Congruenz (t), aber nicht 
sämmtlichen Congruenzen (c) genügen. 

Jedes dieser Systeme £, tritt wirklich in mindestens einer von den 
Substitutionen T als erste Verticalreihe auf (F. Q. pp. 175—177), also 
etwa in einem T,. Es fragt sich, für wieviel verschiedene T ein solches 
System £, die erste Verticalreihe bildet; offenbar für alle diejenigen T, 
welche zusammengesetzt sind aus T, und aus einer Substitution 7’ mit 


der ersten Verticalreihe 1, o, ..., o. Man hat also zu ermitteln, wie 
viele Substitutionen vom Typus 


RR TR FERN 
TEA oj .u .. | £z 1 (mod 2’) 3 


O, Qn—2) DR Te ANC a 


den Rest f in sich selbst transformiren. 
Setzen wir 


f? z (4aa — A") y + 2**.a.f? (p, ..., rr) (mod 2‘*?), 
so entsteht zunächst die Bedingung 
fn N <> Maa) = (den — AY (mod 2°): 


NC hc I n. . Y 
Dieser Congruenz mögen -.40.2" 7" verschiedene Systeme », (mod 2°) 


Genüge leisten. Durch Ueberlegungen, wie sie in F. Q., pp. 176—177, 
angestellt sind, überzeugt man sich, dass wirklich jedem dieser Systeme 
7, Substitutionen 7 zukommen, welche den Rest f in sich selbst trans- 
formiren; es fragt sich wieviele. 

.Die Gesammtheit aller solcher 7' wird hervorgehen, indem man eine 
beliebige unter ihnen, etwa 7°, mit allen Substitutionen 
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I, U, V, dieu ar Pou; 


7 
5, Dh, , nia 
S16, Op. QM ^|zi: (mod >‘) 
1 —2 
O, O, bn—o9 ? x 


zusammensetzt, welche f (mod 2°) in sich selbst überführen. Für X findet 


mn 


man 2U=o, V,=o, V,=o (mod 2‘); und man erkennt, dass die Anzahl 
der verschiedenen 3 durch 2F(2‘) ausgedrückt ist, falls 7 den Rest 
2"f'? bedeutet. So ergiebt sich die Beziehung 


f(2*) Lm o (Q1— Dt —2) +14 ,[(n— 2? —1] A AO Doch 
Nun hat man zugleich 


[OY CEP) fa o Q-?2XtrD-(sFD[—-2?—1] Am, (Pes); 


also kommt endlich: 
£(2^ - o (—Dt—2(2—3). A T'AS ME 


Um die Grósse À zu finden, beachte man, dass das System der », 
ae 
at o (mod 2) 


= 1, 2, ..., ) erweist. Nach 4. (4) muss infolgedessen 4.2" die 





DI» 


Congruenzen (c) sich als identisch mit dem Systeme 


Anzahl aller Lósungen von 
(a) -f(&)z1 (mod 2) 


I . 
vorstellen, bei welchen die n Zahlen >55 nicht sämmtlich gerade sind. 
Wir wollen für x, einfach x setzen. 


A cd 
Entweder ist -f vom Typus: 


f - (IT) (mod 2). 


Nie 


[1] 


In diesem Falle liefern die Congruenzen (vc) stets f = o (mod 4); sie 
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sind also nicht mit (a) verträglich. Gehört zu (11) wie oben eine Ein- 


heit 6, so kommt demnach: 


a (1 = E 
2? 
Oder J ist vom Typus: 
[2] f= (IT) + (1) (mod 2). 


Dann erscheint in (1) ein Glied ax’=x (mod 2), welches zur Folge 
I I PE = 
hat, dass 51=0 und AR (mod 2) gleichviel Lösungen zulassen, man 


betrachte diese Congruenzen für sich oder zusammen mit den Congruenzen 
(c) Man erhält also: 


; Die Grösse A” bestimmt sich mit Hilfe der Formeln aus (o, = 1). 
Im Falle [1] findet man, wenn x = 2: A” = 4, und wenn x 2: 


SE bar. ) i 
ap wobei #- I a n dr 


22 


1 








AU iE 3 


\ 


im, Falle [2] wird, immer A” = 2. 


Wir setzen jetzt allgemein: 


n(n—1) E. (n—h)(n--h-+1) 1,n—1 1,»—1 
: a ne à 1:5: folate (69 | 
fi2*) == : Lr e, . f12]- (con «) 
h 


Unsere Recursionsformeln gehen dann in 
loi = (fr 
f12j = Af 12} 


über, und auf Grund der gefundenen Werthe von A kónnen wir den 
vollständigen Ausdruck der Grösse f[2] hinschreiben. 
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Es bedeute, wie bisher, f einen aus À Gliedern bestehenden Haupt- 
rest, wo A gleich ist der um 1 vermehrten Anzahl aller durch 2 theil- 
baren Grössen 2” (h=1,...,»— 1). Ferner bezeichne a — ı die 
Anzahl aller Grössen aus der Reihe: o, ,2"6,,, (h — 1, ..., m— 1), 
welche den Factor 4 enthalten, und » — ı die Anzahl aller Grössen 
dieser Reihe, welche durch 8 aufgehen. 


(2n—-1)+(v--1) 


; a4 . . ; 2 
Die Grösse f|2| ist dann gleich einem Producte aus der Potenz — 





- Ilo; 
und aus À Factoren W,, welche den À einzelnen Resten ®, entsprechen, und 
folgendermaassen bestimmt werden: 


(D. So oft ®, ein Rest vom Typus (Ry) ist, nehme man: 


I HA I 
Xt, — (: —4)(: = eee (: =) 


= 


und setze a, = 1, falls die Zahlen z,_,.2°""* und 2°”. 2,,, nicht beide durch 
4 theilbar sind; andernfalls aber bilde man für ®,, gemäss den Formeln (1), 


+. 


zwei Einheilen e, und 0,, und setze: 
1) wenn 4 =O (mod 2), 


je nachdem €, = 1 oder ——1 ist, 


UM—=(1+2.2 ° po edie tS 15 


2) wenn x, = 1 (mod 2), 


4k—1 


Q = (1 + d. 2 ? je 
(ID. So oft ®, ein Rest vom Typus (Ry) ist, nehme man: 


“(NC 6-3 


und setze a, — 1, falls die Zahlen z,_,.2°"' und 2°". z,,, nicht beide durch 
4 theilbar sind; andernfalls aber bilde man für ®,, gemäss der Formel (ll), 
eine Einheit 0,, und setze: 


a, = (1 + 6,.2° 7). 


Die Richtigkeit dieser Ausdrücke ergiebt sich mit Hilfe eines Schlusses 
von » — 1 auf m. 





x 


k 


| 
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Wir erwähnen noch folgende Relation. Bedeutet M — 1 die Anzahl 


aller durch 4 theilbaren Grössen z,.2'".7,,,, so hat man 


Die Congruenzen f(&)=m (mod 2‘) sind sehr eingehend von Herrn 
C. JonpAN in der Abhandlung Sur la forme canonique des congruences du 
second degré et le nombre de leurs solutions ' untersucht worden. Die über 
diesen Gegenstand hier angestellten Betrachtungen sind indess wesentlich 
anderer Art. Die am Anfange gegebenen Werthe der Zahlen 7, und X, 
wird man auch aus Art. 8. des Mémoire sur la représentation des nombres 


par des sommes de cing carrés? von H. Smiri ableiten können. 


7. Die Grössen f uu in ihrer Abhängigkeit von den Characteren C. 


Die Einheiten, welehe in den Grössen /|g| auftreten, sind offenbar 
Invarianten der Form f. Sie müssen sich daher mit Hilfe der beson- 
deren Charaetere C ausdrücken lassen, die wir in 2. aufgezählt haben. 

Um dieses darzuthun setzen wir f, wie in 2., als characteristische Form 
ihres Genus voraus. Die aus den ersten h Reihen von f gebildeten sym- 
metrischen Minoren mögen also Werthe o,d,_,¢, von solcher Art liefern, 
dass ein jedes c, relativ prim zu 20,0,...0, ; und zu c, ,.c,,, ausfällt. 
Ferner sei f primitiv. 

Bedeutet q zunächst irgend eine ungerade Primzahl, die nicht in A 
aufgeht, so hängt f{q}, ausser von der Zahl », nur in dem Falle eines 
geraden n, noch von einer Einheit 9 ab. Man findet dieselbe gleich 


= S 
( 1) A a" la D 0103 .. + On —3 i) 
d m q a 


Ist weiter g — p irgend eine ungerade Primzahl aus A, so sind, 
laut Voraussetzung, sämmtliche Zahlen ¢, zu p prim. Wir besitzen also 
in f eine Grundform für den Modul p (F. Q., pp. 35—36). Die Classe f 


' Journal de LrouvrLLE, Deuxième Série, T. XVII, 1872, pp. 368—402. 
* Mémoires présentés à l'Académie des Sciences de Paris, T. XXIX, N? r. 
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liefert infolgedessen für einen jeden Modul p' unter anderen Resten auch 
folgenden Hauptrest: 





m Ts 
9,» 
0,0, 
01 . lo , 
171 : 
(, == t 
ep = (mod py). 
/ 
On Gn 
0,05... 0, 4.— —— 
On—1 Pn—1 





In dem Ausdrucke von /|pl|l— c\pl gehört zu jeder von den A 
Zahlen x,, welche gerade ausfällt, eine Einheit 6. Setzt man It, 
5, = s, und ist also 5 — r = x, — o (mod 2), so nimmt eine solche Einheit 
den. Werth an: 


=f 
c I) : 05-1053 « » » 05—305—1 » Tp Or OsYs 
p 
Endlich sei q = 2. Nach Voraussetzung sind alle Zahlen c, un- 
gerade, und f stellt eine Grundform für den Modul 2 vor. Man gewinnt 


daher, nach F. Q., pp. 34—36, einen Hauptrest 


e zl, + 2»^^[9, +...4+ 2 "*-4(@,)}} (mod 2°) 


der Classe f, indem man die Einzelreste ®, in folgender Weise auswählt. 
Zur Abkürzung sei $,, — r, $,— s; dann nehme man, wenn 7 = 1: 
Do k—1 , k , 


a. D; 
A Qi On Pa ra rd | 
. Ur 


0102 .. 





(mod 2*7"). 
65-09 

B iai | 

Qr--i—1 


und wenn 7, = 2, also jedenfalls s — r — o (mod 2): 


rad 


Ur 


2 
-——. D, = d er 1049 Do His 01094210, 19, r | 





0109 ... 0, 
3 (mod 2‘~"’), 
20. os : qoe LIMEN 
Pr 2i—1 £z 0r4-2i—1€r42 Ai Prési _» 
dm €, i- e a 2Aé.n, mt i—1€r-2i i € r4 2i " 
€r4-2i—2 29,4211 


wo die A, irgend welche ungerade Zahlen bedeuten sollen. 
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So oft nun „= 1 ist und die Zahlen oe, ,2" und 2”o,,, beide 
durch 4 theilbar sind, kommen für den Ausdruck /[2] zwei aus den 
Coefficienten von 9, gebildete Einheiten s und 4 in Betracht. Indem 
man wiederholt die für ungerade « und x geltende Congruenz 








QU — À qi — À a= i 
= + — (mod 2) 
2 2 2 
anwendet, ergiebt sich s als eine Potenz von — ı mit dem Exponenten: 
y Q,— I 3 Os—outi + I "DT sr 
We V + FRE + Tg ud 5 (#21, 2, if 2 ]) 
während 2 aus zwei Potenzen von — 1 zusammengesetzt erscheint, von 


denen die eine den Exponenten: 


r4-1,s—1 


Q,—I mu ia Reim y ema OP i) Ph—1 at! 
nt EE ld vases que ud 


2 2 2 2 
h 


und die andere den Exponenten: 


Pr rx Es 1)" pt (£ E I + 5° Os = abe à a fear I 53 05—2y + i 


2 


~ \ - ~ - ~ 





ae Si 0,—944-1 + 1 (0s FA ‘ea > 
> 


— 2 2 u<v 
erhält. 
Die erste Potenz aus 9 findet man mit Hilfe der Formeln aus 


Q., p. 85 gleich 
I CU || L(h—1)]| r4-1,s—1 


9 Mee) am HIT (D 


während die ue ebenso wie "e Einheit & sich unmittelbar durch die 
L ra—-1 


Charactere (— 1) ? und (— 1) ah ausdrückt. 

Es verdient beachtet zu werden, dass in fl2} die Einheiten ¢ und ö 
0-80 
I Riad 





nur in der Verbindung auftreten, wo à = à.s"^^! die zu — 4, 


gehörige Einheit 9 bedeutet, 
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So oft ferner 7, — 2 ist, und die Zahlen se, ,2" und 2"#,,, beide 
durch 4 theilbar sind, beceenet man in f!2! einer aus den Coefticienteu 
) oo 5) 
von ®, gebildeten Einheit 
2 
8 n 


0, -10r 43 +: + Os—39s_1 Or Ys/ 


Wir RR pupa Wr dass die, mit f= X«,r,r, adjungirte 


^, PUR. porn z Cen 
Form = + r — r'xr), lauter Grössen f’!y! liefert, welche 
= di , 


n—2J — n—k-4-1 
mit den Grössen f{g} identisch sind. Es erhellt dieses leicht aus dem 


Umstande, dass die Invarianten o,, o, und die Zahlen e; der Form /' 
die Gleichungen erfüllen: 


Eu. 75 AP oup 21 E I 
On = Un-hs On = ER Ch TE (— 1) ° Con: 


8. Ausdruck für die Formenanzahl eines Genus. 


Irgend ein primitives Genus / sei definirt durch seine Invarianten 
I, o,, o, C, welche allen für die Existenz des Genus nothwendigen 
Bedingungen genügen mögen. Wir bilden, nach den in 5., 6. und 7. 
angegebenen Regeln, die verschiedenen Grössen f[g], welche zu unserem 
Genus gehóren. Wir setzen ferner 


1,n—1 


> = IT of 
h 


und 





wo rG)= = mdr l'(u + 1) =ul(u), 

Wir wollen von dem Falle absehen, wo » = 2 und (— 1)'o, = A 
eine negative Quadratzahl ist, das Genus also lauter zerlegbare Formen 
enthält, | 
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Schliesst man diesen Fall aus, so besitzt das über alle möglichen 
Primzahlen q = 2, 3, 5, ... erstreckte Product 


, 


/ VS I I I I 
I M = C B Xn oS ee — i, pu OUR rt JS 
PE Uaec T 1) AS Aa 





stets einen endlichen Werth. 
Um dieses nachzuweisen, wollen wir in M die Grösse 


(Ra) 








als allgemeines Glied einführen. Solches kann leicht geschehen, indem 
man mit der Identität 


Y y y . r5 I 1 
I == B odd ibi : Gp |] (1 E we SM f r= 43) 











MERK: ale. ^ I Í s 
multiplicirt, wo S,, die Summe D bedeutet. Man weiss, dass diese 
1 # 


\ 2k 

Y I (27). . : 

Summe den Werth E B. o hat, falls unter D, die &* BEnNourLrsche 
2l 

Zahl verstanden wird. | 


Für jede nicht in 2A enthaltene Primzahl p kommt, wenn n= 1 


(mod 2): 


und wenn n=o (mod 2): 





sa i, a 


Sind also die nicht in A aufgehenden, ungeraden Primzahlen, ihrer 
Grósse nach eeordnet: p, »’, p", etc., so wird das unendliche Product: 
5 Ds D; , , 


E, E ANS 


rmi ^ 
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je nachdem »- 1 (mod 2) oder n=o (mod 2), gleich 1 oder gleich der 
Summe: 


ee 


m? 


«| 


wo m alle positiven und zu 2A relativ primen ganzen Zahlen durch- 
läuft. Zur Bezeichnung dieser DrgrcurkT'schen Summe mag das Symbol 


dienen. 
Man setze nun: 


e. FA Ac" S, Es EE 


d. i., wenn »=1 (mod 2): 














n—3 
1\ 2 i 
Mia 5 B, B, . B; 4 12 i^ 
e 2 ‚ R12» 
2 
und wenn n=o (mod 2): 

n—4 

2 I 
ue UAR. B 





und lasse ferner à alle Primzahlen aus 29 durchlaufen. Dann können 
wir endlich schreiben, wenn »=1 (mod 2): 





2) Miren Lis 
00»... 0,1 À 
und wenn n=o (mod 2): 
2) M = dO LII S ks y.al. 
0109... 04—1 à ara à 


Diese Ausdrücke zeigen in der That, dass M einen endlichen und posi- 
tiven Werth annimmt. 
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Für ein Genus von binären zerlegbaren Formen gewinnt man ein 


ähnliches convergentes Product M, indem man Jub an die Stelle von 


1 
7 1 treten lässt. 
hq 
Wir behaupten nun: 

Die Formenanzahl unseres Genus besitzt den Ausdruck: 


M.2, 


wo M das angegebene Product und 2 eine positive unendliche Grösse bedeutet, 
die nur von m und I und von der Anzahl der Darstellungen der Zahl o 
durch die Formen des Genus abhängt. 

In den Fallen eines definiten Genus (I — o oder I =n) ist ins- 
besondere dieses 2 gleich der Anzahl aller ganzzahligen n-reihigen Substitu- 
tionen von der Determinante 1, und mithin M gleich der über alle Classen 


Cl des Genus erstreckten Summe + TS 


Wir werden uns begnügen, das vorstehende Resultat für die Falle 
definiter (und zwar positiver) Genera zu erweisen. Dabei werden wir 
von den Diricazer'schen Methoden ' Gebrauch machen, und in den Fallen 
n > 2 einen Schluss von x — 1 auf x zu Hülfe nehmen. 


Zweiter Theil. 


9. Das Maass eines positiven Genus dargestellt durch einen 
gewissen Grenzwerth. 


Ein positives Genus @ von n( > 2) Variabeln sei definirt durch seine 


Ordnung 0: 


/ 


Dis 05, vs nos T1 
; I=o 
01, 05, » € 254 0, 95 On—1/ 


d 


0? 


.' Diricarer, Recherches sur diverses applications de l'analyse infinitésimale à la 
théorie des nombres. (CreLLes Journal, Bd. XIX.) 
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und seine Charactere C. Wir setzen voraus, dass dieselben den für die 
Existenz des Genus nothwendigen Bedingungen genügen. d, sei gleich 1, 
das Genus also primitiv. 

Es sei A die Determinante des Genus, und À eine beliebige zu 2A 
relativ prime ganze Zahl. Durch die Kenntniss der Invarianten O und C 
sind wir befähigt, die Reste unseres Genus für einen jeden beliebigen 
Modul hinzuschreiben. Insbesondere kónnen wir also irgend einen Haupt- 
rest e in Bezug auf den Modul 5,.8AR angeben. Der erste Coefficient 
von c heisse 54. Die Zahl 4 ist dann sicher relativ prim zu 8A Ft. 

Wir richten unser Augenmerk auf den quadratischen Character von « 
in Bezug auf den Modul SAR. Enthält A im Ganzen b ungerade Prim- 
zahlen 9, und R im Ganzen r ungerade Primzahlen r, so wird dieser Cha- 
racter durch die Gesammtheit der folgenden 2 + b + r Symbole definirt: 


EB ew» 


Diese Symbole kónnen zum Theil Charactere des Genus vorstellen, zum 
Theil können sie bei anderer Wahl des Restes ¢ andere Werthe erlangen. ' 


' Man überzeugt sich leicht, dass in dieser Beziehung die nachstehenden Sätze 


gelten: 


= : au * . , 
Eine jede Einheit (“) kann sowohl gleich + I wie gleich — 1 ausfallen. 
m 


: = . u ; cy 
Kine Einheit (3) hat einen festen Werth, wenn o, — O (mod à), also ¢ von dem 
9, à 


Typus 9,45" (mod 0) ist. Sonst kann dieselbe beide Werthe + I annehmen. 
a—l 


> 2 | 
Was die Einheiten (— 1) ? und (2) anlangt, so unterliegen dieselben keiner Be- 
< [/4 


N 
sehrünkung, wenn s, = 2 ist. Ebenso im Allgemeinen, wenn c, = I ist; nur bestehen 
hier die folgenden Ausnahmefälle: 


I. Ist c — 4$ (mod 8), so sind beide Einheiten (— Du E C +) Charactere. 
=f (mod 4). oder 


a—1 
g= a8 + By? +7 (mod 4) und «=/=7 (mod 4), so hat die Einheit (— 1) * einen 
festen Werth. 


Acta mathematica. 7. Imprimé le 7 Juillet 1885. 31 


2. Ist g=aé (mod 4), oder g=aé + 97” (mod4) und « 
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Wie in 6. bezeichnen wir mit x den Index der ersten von den x» 
Zahlen 0,, 0,, ..., 0,4, 0,(= 0), welche gerade ausfällt. 

Wir denken uns in jeder überhaupt existirenden Classe des Genus 
je eine Form ausgesucht, welche nach dem Modul o,.8AR den Rest c 
lässt. Eine beliebige der so gewonnenen Formen sei f. 

Wir bestimmen für die Variabeln von f alle Systeme &, &, ..., &, 
welche dem Ausdrucke /f(£) einen Werth o,m ertheilen, wo m prim zu 
SAR ist und den Gleichungen 


C(m) — C(a) 
genügt, welche aber dabei, falls x.> 1 ist, nicht die Bedingungen 
(e) 6=6=...=€é =o, (mod 2) 


erfüllen. Ueber alle diese Werthsysteme &(2 0, 0,..., 0) erstrecken wir 


alsdann die Summe 





und wir wollen den Grenzwerth ermitteln, welchen diese Summe für ein 
positives, unendlich abnehmendes p erreicht. 
Die definirten Werthsysteme £ werden in einer gewissen Anzahl A 


von arithmetischen Progressionen 


e E SAR.X, ES Dis e =, SAR. X, E Do Mr MEE + ES SAR.X, E V, 


a 1l a—1 
9 


3. Ist g=aé? + 2/97^ (mod 8) und setzt man (— 1) ? = s, so kónnen (— 1) * 


&—1 
EXE : 
und (5) sich nur mit @ so ündern, dass € ? . (2) fest, bleibt. 
u 


/ 








t 


a—1 


4. Wenn g=u£ + 2(/9° + 77) (mod 8), so sind für die Einheiten (— I)? und 


2 . qs 5e 
() nur drei von den vier Systemen + I, + I zulässig. Ist nämlich = — 7 (mod 4), 
7 


ne /2 
so kann der Fall nieht eintreten, dass (— I) ? ungeändert bleibt, während (5) in 


2 N : N 
—- (2) übergeht, und hat man A=y=P#.a (mod4) #= + I, so ist der Fall aus 


a, 
0—1 12 2 
geschlossen, dass (— I) * Ans Gegentheil umsehlügt, wührend (=) sich in #. = ver- 
[/ 


wandelt, 
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enthalten sein. Man bezeichne mit 2?"—?, 4,, wenn zx > 1, die Anzahl 


aller derjenigen Lösungen €, (mod 8) von 


I ; 
— e(&) =a (mod 8), 

9, 
welche nicht zugleich den Bedingungen (c) genügen, und wenn x — 1, 
die Anzahl aller möglichen Lösungen dieser Congruenz; ferner mit 
2"7,4, die Anzahl aller Lösungen von 


e(&)=o,a (mod p), 


wenn p eine der ungeraden Primzahlen aus AZ bedeutet. In den Aus- 
drücken von A, und A, erscheint 4, wie wir wissen, nur in den Einheiten 
C(a). Dieser Umstand lässt erkennen, dass die Anzahl A den Werth hat: 


RI (Any. JTE C —*)4, 


wo q die 1 +) + vx Primzahlen von 8AR durchläuft. 

Setzt man für die £ zunächst nur alle diejenigen Systeme, welche 
in einer der A Progressionen vorkommen, so ergiebt sich der Grenzwerth 
der entstehenden Summe für ein p = +0, nach LF. Q., p. 148, gleich 


, (472, 9, r) 





wo 











Für die ganze Summe = wird daher 


(BA IO, 


1 a ae di a oi q=2, 9. ) 
Lim), 4 = fa. P Md Il y (2,9, 


wo (8AR) das über alle Primzahlen 4 von SAR erstreckte Product 


II (1 —;) bedeutet. 
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Eine Summe X, von ähnlicher Beschaffenheit wie 2, mag jetzt nur 
‘alle solchen Systeme $, — x; umfassen, in welchen die # Zahlen &, &, ..., &, 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Offenbar entstehen alle mög- 
lichen Systeme £, wenn wir diese besonderen Systeme x, mit allen posi- 
tiven und zu 8AR relativ primen Zahlen 2 multipliciren. Man findet 


ad I 
le: x.» EET 


und in der Grenze für p — o: 


Lim D — Mi A. 


N 


daher 


Die hier auftretende Summe hat bekanntlich den Werth: 


(8AR),.5,, 
wenn S, die Summe 1 + et + = +... und (8AR), das über alle Prim- 
2 3 


zahlen q von 8AR erstreckte Product II ( I —) ausdrückt. 
À v: 

Wir bemerken noch, dass die Summe X sich in /(f) unter einander 
identische Summen X, zerlegen lässt. Dabei ist unter ¢(f), wie in r., 
die Anzahl aller Substitutionen von der Determinante ı verstanden, welche 
die Form f in sich selbst transformiren. (Solche Summen X, haben dann 
auch in Fällen indefiniter Formen einen Sinn.) 

Wir bilden endlich eine Doppelsumme: 


S=p.y TUM LPS 


n 
AG) p^ 


e, 








erstreckt, einmal: über alle die inäquivalenten Formen f(= e, mod o,.8 AR), 
die wir oben als Repràsentanten der einzelnen Classen des Genus auf- 
gestellt hatten; und dann, für jede dieser Formen f: über alle solchen 
Systeme z,, %, ..., v, ohne gemeinsamen Theiler, welche einer Congruenz 





fio Ls (mod SAR) 


2 
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genügen, wo 2 zu SAR relativ prim ist, und welche dabei, falls x > 1, 
nicht alle Bedingungen 


(c) 


erfüllen. 


— g, (mod 2) 


A 
| 
| 
Il 
| 


Der Grenzwerth / der früheren Summe X hatte sich als unabhàngig 
von der speciellen Form f erwiesen. Infolgedessen muss der Grenzwerth 


; I : EIS 
L dieser Doppelsumme gleich Xam sein. Durch die hier erschei- 


nende einfache Summe ist aber das Maass M unseres Genus dargestellt; 
man erhält demnach: 


n 


> 
B A. tn I | ui eve 
2 (8AR),. S, V RA d 
ir werden jetzt für Z einen zweiten Ausdruck ableiten, und durch 
Wi den jetzt für Z einen zweiten Ausdruck ableiten, und durcl 
Vergleichung der beiden Ausdrücke werden wir dann die in 8, auf- 
gestellten Formeln als richtig erkennen. 


10, Bestimmung desselben Grenzwerthes auf anderem Wege. 


Wir haben soeben den Grenzwerth L gefunden, indem wir uns die 
Summe S erst nach den einzelnen Formen f, und dann nach der nume- 
f (vi) 

6 


rischen Grösse der Zahlen geordnet dachten. Nun handelt es sich 


1 
in S um lauter positive Glieder; wir müssen daher zu demselben Grenz- 
werth L gelangen, wenn wir die Summe S direct nach der Grösse der 


r ew . 
Zahlen —f(x,) = m anordnen. Durch ein solches Arrangement entstelit, 
o 
1 


für S zunächst ein Ausdruck von der Gestalt: 


à om M(m) | 


zu wi 


wo die Summation alle positiven Zahlen » betrifft, die zu SAR relativ 
' prim sind und den Gleichungen: C(m) = C(a) genügen. - 
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Für jede dieser Zahlen m hat die Grósse M(m) folgende Bedeutung. 
Es bezeichne (f) wie oft eine bestimmte Form f die Zahl o,m mit 
Hilfe von Systemen x, darzustellen vermag, welche keinen gemeinsamen 
Theiler > 1 haben, und ausserdem, falls x > 1, nicht alle Bedingungen 
(c) erfüllen. Dann ist: 





atk COAT) 

M(m) = N’ 
wo die Summe sich über alle die Formen f erstreckt. Die Grösse M(m) 
bildet also, wie wir uns nach F. Q. p. 142 ausdrücken, das Maass für 
alle die definirten Darstellungen x, der Zahl o,m durch die verschie- 
denen Formen f des Genus G. 

Treten in der Zahl m im Ganzen y ungerade Primzahlen p,, 92, ..., p, 
auf, so erscheint, nach PF. Q., p. 143, dieses Maass M(m) als das 2"-fache 
von dem Maasse eines bestimmten positiven Genus G(m) von Formen mit 
n— 1 Variabeln, welches enge mit dem Genus @ zusammenhängt. Von 
den Sätzen, welche diesen Zusammenhang feststellen, wollen wir hier 
soviel anführen, als für die Bestimmung der Grösse M(m) von Wich- 
tigkeit ist (Vgl. F. Q., art. XVIII) 

(1). Es sei zunächst » = 2, in welchem Falle A und o, identisch 
sind. Je nach der Beschaffenheit der Zahl m bieten sich zwei Möglich- 
keiten dar. 

Entweder ist für die Zahl m die quadratische Congruenz 





— A cz! (mod om) 
nicht lösbar. In diesem Falle existirt auch das Genus G(m) nicht, und 
man hat sein Maass gleich o zu setzen. 

Oder diese Congruenz ist lösbar und besitzt 2” Lösungen 2 (mod a,m). 
Alsdann wird das Genus G(m) von der einen Form y = e gebildet und 
liefert das Maass 1. 

In beiden Fallen kann man schreiben: 


De al. |: d 


LrAR" ee) 
3 p Du 





M (m) -h x 





^ 


Der zweite Fall ereignet sich beispielsweise, wenn man für c,» den 
ersten Coefficienten einer der Formen f wählt, was man thun darf. Denn 


+ 
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nach Voraussetzung ist ein solcher Coefficient = o,a (mod o,.8AR). Man 
hat dann jedenfalls (=) — 1, worin eine Bedingung für die Einheiten 

N 
C(m) = C(a) liegt. 

(2. Ist » > 2, so erkennt man zunächst, dass die Invarianten von 
G(m)' durch die Zahl m C(m) = C(a), und die Inyarianten von @ stets 
in soleher Weise ausgedrückt sind, dass das Genus G (m) wirklich existirt. 
Wir haben bereits bemerkt, dass dieses Genus sich als positiv erweist. 


Man findet es auch primitiv. Seine Invarianten o und o erlangen die 


Werthe: 
05, O35 «ey "hh 


NONO See | à 


9, n—1 2,n—1 
Es sei A' = IL ot" und $' = IT 0%9*», Ferner fallen seine Cha- 
h h E^ 
ractere derart aus, dass für jede seiner Formen g — & c, ££, die un 
1 t 
Congruenzen: 
(2) — 0,04 = 2,2, (mod o,m) 


je 2” Lösungen zulassen. 

Wir nehmen nun an, die Formeln aus 8. seien bereits für den Fall 
n— 1 erwiesen, und wir wollen dieselben benutzen, um das Maass von 
G(m) aufzustellen. Wir bilden zu dem Behufe für irgend eine Form 5 
dieses Genus alle Grössen g{q!, und wir schreiben: 


m 2 
nr 
MAT MOMIE dial € nu. ii, 


wo c, , eine Constante bedeutet; und die Grösse M(m) ergiebt sich gleich 
diesem Ausdrucke, multiplicirt mit 2". Es sind jetzt die Grössen E; zu 


ermitteln. 


^ 
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1) Ist zunächst q irgend eine ungerade Primzahl, die weder in AR, 
noch in m aufgeht, so kommt, nach 8., wenn n=o (mod 2): 





qo. 
und wenn # = 1 (mod 2): 
n--1 1 
à / heo r EN ‘ 
TONS DE n I 
E, - | UN EISE RE. es 
. 2 


In dem letzteren Falle hat man zugleich: ee E (A= 


das Product ILE! über alle nicht in 2ARm aufgehenden Primzahlen q 


i Bildet man 


in ihrer natürlichen Reihenfolge, so kann man für dasselbe, je nachdem 
n=o (mod 2) oder »=1 (mod 2) ist, entweder 1 oder die Summe 


n—1 


JM re x PT setzen. 


9 





2) Ist weiter g — p eine der » ungeraden Primzahlen aus m, und 
p' die höchste Potenz dieser Primzahl, welche m theilt, so besitzt das 
Genus G(m) Reste vom Typus: 


g zc& + pe +... + Gf») (mod p), (d) 


wo die Grössen €, G,..., 6,5 sümmtlich zu p prim sind. Aus den 
Congruenzen (z) erschliesst man das Bestehen einer Congruenz: 


— 0,c=2? (mod p^; 


man findet ferner: 


o, m V8? sz 
Cy». Ch = p A . A? (mod 9°"). 
D 


/ 


Lei 1 
Im Falle eines » — o (mod 2), wo zugleich Ge, ES (>), kommt also 


P / 


(* s 34 1) ia (= à). 
p Pp 


Die Formeln aus 5. und 8, geben in diesem Falle: 


| 





Fs n—2 
I [9— 4) 9. 01... Cu) m | 
er = Rh. se por er 
E = ssh = 


I 
2 p n—2 2 | ! 
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dagegen, wenn »=1 (mod 2): 


I 
ER 
2 


3) Ist endlich 4 eine der Primzahlen aus 8AR, so besitzt das ge- 
gebene Genus G für einen jeden Modul g‘ Hauptreste f, mit einem ersten 
Coefficienten om. Aus diesen Hauptresten entspringen, nach den Sätzen 
aus F. Q. art. XVIII, in einfacher Weise Hauptreste des Genus G(m). 

Bedeutet q zunächst eine der ungeraden Primzahlen 9, r, so hat 


ein f, den Typus: 
(1) 
f, = o, m& + m (mod 4^. 
1 : om 


Der hier auftretende Rest f™ (mod g^") bildet dann einen Rest des 
Genus G(m). 

Ist q = 2, so müssen die Fälle o, = 1 und e, = 2 unterschieden 
werden. 

Im ersteren Falle hat ein f, den Typus: 





9 oy 
= mé mod 2' 
p= me + —— ( ) 
wo f® einen in Bezug auf 2 primitiven Rest vorstellt, welcher im 
Falle o, = 1 (mod 2) eine erste Invariante o gleich 1 liefert. In diesem 
f® (mod 2°“) finden wir einen Rest von G(m). 


Im zweiten Falle (c, = 2) hat f, den Typus: 


1 


O01 09 a 





f, = 2(m£* + A&E + mE?) + 


(mod 2^, 
wo A ungerade und /“ primitiv in Bezug auf 2 ist, und man gewinnt in 


for mm à + 20,f (mod 2'*') 


0, 


einen Rest des Genus G(m). 
In allen Fallen ergiebt sich nun, nach 5. und 6., wenn ¢ gross genug 
gewählt ist, die Beziehung: 


fia = 4,-f^ lr). 


wobei 4, mit der in 9. auf diese Weise bezeichneten Grosse identisch ist. 


Acta mathematica, 7, Imprimé le 30 Juin 1885. 32 
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Für die Ausdrücke E, und, E, folgt hieraus, wenn n=o (mod 2) und 


> 2, die Gleichung: 
[; E 
UR S A, 449 


und wenn # = (mod 2) 


Im Falle » = 2 findet man in ähnlicher Weise: f{4\ = A. also, da 
dj , 


ist; A, E, — I. 


q? 
hier E n. 
Vi 

fj 
Fassen wir alles Vorhergehende zusammen, so können wir die Grösse 
M(m), wenn » > 2 ist, in folgender Form schreiben: 





JD 061 M (¢=2, 0,7) 
ig A fa u 
0303... On—1 q 





(m) zi | I + (= Bos 3: (p Pis Pay es Py) 


und im Falle eines ungeraden m: 





n-—-1 = 
I : Ho 9 
(m) = ———.D,_, Ics Lys mAR?), 
(BAR), ; er be 1 
Dieser Ausdruck bleibt nun auch für n — 2 gültig, wenn ç — 


genommen wird. 


Wir vergleichen jetzt den früher gefundenen Ausdruck von L mit 
3 / 


3 M (m 3 ; : 
dem Grenzwerthe Lim 22 een Dadurch erhalten wir eine Deziehung 
> (+0) 
m? 


/ 


für das Maass M des gegebenen Genus. In dieselbe setzen wir 


[D 
M = Gr . L : ILE, á Dg. A; (g=2, 9,1) 
01 09 ce 3071 q 


n 


wo Dy — 1 sei für ein ungerades », und gleich D I BIN. für ein 


n 
gerades n, und wo D = A.D! und 3 


. C C1 2 wit i Cn—1 2 — 
i LE "iu =2); "E Sar, E" (n —O, mod 25 N >> 2); EI TE a 8, (m 7 I; mod 2) 
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die Gróssen aus 8. bedeuten sollen. Die Grosse M, erweist sich dann 
als unabhängig von der Zahl R, und es wird M, = 1 sein müssen, 
damit die in 8. für .M aufgestellten Ausdrücke in Wirklichkeit gelten. 


: : 2 x m 
Schreibt man noch 7p für o, so lauten die Endformeln: wenn n = 2, 





(8A R), D (— AR?) m : I 5 = En” AR: | 
2. RET An. Lime? a [I B i en wir 


wenn n=o (mod 2) und > 2, 


(8A Ti D, fe Are] 








(2) E ULP 
— Lim VE sis II | 1 SR) EI 
p = 


wenn n=ı (mod 2), 


n—1 


GUT ACE T PN PEE [ : «| 
BE o M — Lim gy DAC) * mR]: 

Dabei durchlàuft m, wie erinnert werden mag, alle positiven und 
zu SAR relativ primen ganzen Zahlen, für welche die 2 + b + rv Ein- 
heiten 


(=), (2) 


\ 
\ 


ii—1 5 
Y7. PO. 2 AU E 
C(m) (—1:)*, (=) 
gewisse feste Werthe annehmen, die für ein » = 2 jedenfalls der Bedingung 


b VR? x 
———) = I genügen. 


TIL 
(SAR), 


TIRE. 
5*1 o4 t 





Diese Zahlen m bilden offenbar die Individuen von (8A AR). 


arithmetischen Progressionen 8A. U + m, (U — 0, 1, ..., ex) von der 
Differenz SAR. Infolgedessen muss nach DiricuLer die Gleichung bestehen: 


(AR), . / I 
(4) ar 7 Lim >23 =) 


/ 
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Von derselben werden wir sofort Gebrauch machen, um in allen 
Fallen das Resultat M, = 1 abzuleiten. 


11. Beweis, dass M, — 1 ist. 


Wir schicken die folgende Betrachtung voraus: 
Es sei eine ganze positive oder negative Zahl N theilbar durch alle 
ungeraden Primzahlen, die unter einer gewissen Grenze @ + 1 liegen; 
ferner soll p die sämmtlichen Primzahlen'irgend einer zu 2N relativ pri- 
I 


oe D. ae 





men Zahl m durchlaufen; endlich sei » > 1 und 7 = 
gelten die Ungleichungen: 


px c DON qu ipe os 5 Ses bae 25 


i—r«]I |: e -]-1L«:-4r. 


In der That, man erhält zunächst 


"7 
Mm 
wo die Summation sich auf alle zu 2N relativ primen und positiven 
Zahlen m bezieht. Die kleinste dieser Zahlen m, welche von ı verschieden 


ist, besitzt mindestens den Werth @+ 1. Die vorstehende Summe liegt 
daher zwischen den beiden Grössen: 


ar, Se ve} 


Da nun 
G+k 
I "da 
(G + k) | a 
G+k--1 
so folgt um so mehr: 
dx dac 
I — z9DÁAN)« ı + 
x 


G ‘G 
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In derselben Weise ergeben sich die Ungleichungen für die Grösse 
(2N),. S,, welche den Werth der über alle Zahlen m erstreckten Summe 


I = 
X —; ausdrückt. 


m 
Was endlich das Product IL, anlangt, so kommt zunächst 


BLOOD Lo Qc MORI CERTI, 
und dann 


3.2 II (1 —p’)> 


udi uU A e rcd 
LT Qu IPM T39mppr may 








Inf, 


Auf Grund der vorstehenden Ungleichungen können wir jetzt in allen 
Fällen, wo n> 4 ist, die Beziehung M, = 1 nachweisen. 

Wir wählen einfach die Zahl R derart, dass in AR sämmtliche un- 
geraden Primzahlen auftreten, die kleiner als eine Zahl @ + ı sind. 
Unsere Ungleichungen liefern uns dann, wenn » ungerade und > 3 ist, 
für alle Grössen: | 


I 


n—1 
DE 1} "a mAR!|, SA 1S 2 up, 
A ) ei m | ( Ü, n (SAR), : | a 


und wenn » gerade und > 4 ist, für alle Grössen: 


1 ve D [AR] 


einmal obere und dann untere Grenzen. Indem wir erst diese oberen und 
dann diese unteren Grenzen einsetzen, und jedesmal die hervorgehende 
Ungleichung durch die Gleichung (4) dividiren, bekommen wir, wenn 
n= 1 (m6d 2) und > 3: 

e In 3 


E^ 


Ed. M, < (1 + ru! Toy.) 


und wenn 2-0 (mod 2) und > 4: 


I — f'n—4 I + Tn—a\( + fn 1) 


I UT Tia oU 


Das 2 
2 2 





D 
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wobei 7, für gesetzt ist. Lassen wir jetzt die Zahl G in's Unend- 


I 
liche wachsen, so folgt in der That: M, = 
Es bleibt uns noch übrig, die Fälle » = 2, 3, 4 zu untersuchen. 
Ist » = 2, so nehme man R= 1, und betrachte zu gleicher Zeit 
alle die Grenzwerthe Z(m), welche die rechte Seite der Gleichung (1) 
darstellt, wenn man den 2 +» Einheiten C(m) alle die Werthsysteme 


beilegt, die der Bedingung (=) = I genügen. Man bilde aus diesen 
Mm 


2!** Grenzwerthen ebensoviele lineare Combinationen: Zc(m).L(m) = L; 
c(m) bedeute hier ein beliebiges Glied des über alle Einheiten C(m) 
erstreckten Productes Il[r + C(m)]; von je zwei Einheiten c(m), die ein 


Produet gleich (58) geben, soll aber immer nur eine beibehalten 


werden. Aus den Summen L, folgen umgekehrt die Grössen Z(m) mit 
Hilfe der Gleichungen 2'*". L(m) = Z.c(m).L,. Die Grenzwerthe L, 
sind von DirichLer angegeben. Unter ihnen ist nur einer von Null 


verschieden, nàmlich derjenige, welcher zu c— 1 — (=) gehört; dieser 
Mm 


besitzt einen Ausdruck, aus welchem sofort M, = ı hervorgeht. 

In den Fällen » = 3 und » = 4 gebe ich für die Relation M, 
einen Beweis, welcher sich auf die Sätze aus der Anmerkung zu 9. stützt. 
Uebrigens liesse sich für diese Fälle noch dieselbe Methode verwerthen, 
welche in den Fällen » > 4 angewandt wurde. Für # = 3 sehe man auch: 
SMITH, On the Orders and Genera of Ternary Quadratic Forms, artt. 1 3—21 
(Phil. Trans. CLVII, 1867) und: F. Q, pp. 156—159; für n — 4: F. Q, 
pp. 162—163, und: Smiru, Sur la représentation des nombres par une somme 
de cing carrés (Mém. prés. T. XXIX). 

Ist » — 3, so constatire man zunächst, dass dem speciellen Genus 
G von der Ordnung: 


Ni: UI 
, (4=1) 
I I 


welches die Formen: von der Determinante 1 enthàlt, ein M, = 100 


ein b 7 zukommt. Bekanntlich bilden alle Formen von @ eine ein- 


Pe arty: 
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zige Classe, welche durch f = x) + sj + vj repräsentirt wird, ' und dieses 
f lässt in der That genau 24 Transformationen von der Determinante 1 
in sich selbst zu. Die Anwendung der Gleichung (3) auf G liefert: 


D IT D, mm. 


wo m alle positiven und zu 2R relativ primen Zahlen mit festen Einheiten: 


= N m m m^ 
NT ER = MS AN SJ 7 bt 
m ». m. Tr 


zu durchlaufen hat. Dabei ist nach 9. Anm. die Einheit 


GR); QR) .; S, 
qe PUn Dm 





m—1 


( 
gleich + ı zu nehmen, während die übrigen Einheiten ganz nach Be- 
lieben gewählt werden dürfen. 
Die vorstehende Formel benutzen wir, um für ein beliebiges ternäres 
Genus G von einer Ordnung 


i , ^| 
A = 0* 05 
üs 0 Wr iet 


die Relation M, — 1 abzuleiten. Nach (3) genügt die Grosse M, eines 
solehen Genus jedenfalls einer Gleichung 


(2A) QA).S 
RAS. aM 
E Gas 


— Lim 








I 
PY =D (— a, Am) )|= : [m a}, 


wo m alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen mit bestimmten 
festen Einheiten 3 


C (m) (— D. (2) , 


durchläuft. 

Wir betrachten zuerst den Fall, wo 0,0, und 5,0, beide vollständige 
(Juadrate sind. 

Das Genus G werde durch eine characteristische Form / repräsen- 
tirt. Der erste Coefficient von f heisse o,¢g,, und es sei o,g, der erste 


' Vel. z. B. DinicurgT in CngrtLE's Journal, Bd. 40, S. 228. 
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Coefficient der zu f adjungirten Form. Die Zahlen und sind dann 
June Pi Pa 
prim zu einander, und es gelten zwei Congruenzen 


— 0,09, = Xj (mod eje) 


— 040,0, = X7 (mod oig). 
Dieselben geben 


BC un 


also 

9,71, €, 1 (mod 4), 
was nur mit e, = 1, o, — 1 verträglich ist. Denn hätte man etwa o, = 2, 
so würde die zweite Congruenz zugleich — g, = 1 (mod 4) liefern. Nach 





7. besitzt nun unser Genus den Hauptrest 2,8 + oe & + Pu (mod 4). 
1 2 


m—1 
Derselbe zeigt, dass in (A) die Einheit (— 1) ** allein gleich + 1 ge- 
nommen werden darf. Setzt man o,A = 2”. R?(R=1, mod 2), so kann 


daher der Grenzwerth [mw] nach der Formel (R) bestimmt werden, und 
man findet M, — 
Zweitens sei eine der Zahlen 5,0, und 5,0, kein vollständiges Quadrat. 
Das Maass des Genus G stimmt, wie wir wissen, mit dem Maasse 
des adjungirten Genus von der Ordnung 
D a 
(no 
überein; ebenso liefern diese beiden Genera gleiche Grössen f{q}; sie 
müssen also auch dasselbe M, ergeben. Wir brauchen daher nur eines 
dieser Genera zu untersuchen, und können annehmen, es sei o,0,, also 
auch e,A kein vollständiges Quadrat. 


Aus e, À gehe durch Division mit einer möglichst hohen es von 
4 die Zahl d hervor. Wir betrachten irgend ein Genus e, der Ordnung 


Gp oa 
( ; 
1, d 
denken uns aber im Falle d=ı (mod 4), (was dann sicher gestattet 


ist), die Charactere (&) dieses Genus so ausgesucht, dass die Einheit 
( 


don b. 
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ES — 3), (f) = (— 1) ? ^? gleich + 1 wird. Die zu e, 

Grösse M, lässt sich ebenfalls durch einen der Grenzwerthe {im} darstellen; 

und zwar ist hier, nach den Sätzen aus 9. Anm., ein jeder der 2°*° Grenz- 


gehörige 


werthe Im} in gleicher Weise verwendbar. Alle die Grenzwerthe Im! müssen 
demnach untereinander gleich sein. 
- Bilden wir jetzt die Formel (A) für das zu ce, adjungirte Genus c, 


der Ordnung 
1; 3 
». 
vj 


\ 


so ergeben sich die Grenzwerthe [m] gleich gewissen Grenzwerthen 


- 


I 2 
p>. a Dit tw) ; 
Mm 


Lim 








wo m wie vorher Reihen von positiven Zahlen mit festen Characteren 


m-—1 


C(m)= +1 zu durchlaufen hat. Hier ist für die Einheit (— 1) ? , 
nach 9. Anm., stets der Werth + 1 zulàssig. Wenn man d — 4, resp. 
— 21i setzt, kann man also für den vorstehenden Grenzwerth die Formel 
(It) benutzen, und man gelangt zu M, = 1. 

Ist endlich x — 4, so haben wir einen Grenzwerth 


Lim |? ri Il | L.—+ (— à) al = {m} 


p 





zu ermitteln, wo m alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen mit 
festen Einheiten 


: -— 2 Hm m 
C(m) (Lu, (=). (5) a (S) 


durchläuft. Wir bilden aus A durch Division mit einer möglichst hohen 
Potenz von 4 eine Zahl A,. Die Grosse M, für irgend ein Genus der 
Ordnung 


hängt dann gleichfalls von irgend einem Grenzwerthe Im! ab. Für ein 
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solches Genus unterliegen aber, nach den Sätzen aus 9. Anm., die Ein- 
heiten C(m) durchaus keiner Beschränkung. Alle die 2°*° Grenzwerthe 
[m] müssen also untereinander gleich sein, und wir können sie gleich dem 
2?+>ten Theile ihrer Summe setzen. Diese Summe wird durch einen ähn- 
lichen Grenzwerth gebildet, wo m alle möglichen positiven und zu 2A 
relativ primen Zahlen durchläuft. Dieser letzte Grenzwerth gestattet 
nach F. Q., p. 150 und 162 eine Transformation in: 


2a 


D(A) 
2 ee RE 


AY ud 





Lim p. 


welche dann unmittelbar zu M, = 1 führt. 


1 
m 


Von den verschiedenen Darstellungen, deren das Maass eines Genus 
fahig ist, erscheint als die natürlichste die hier gegebene mit Hilfe eines 
unendlichen Productes, in welchem einer jeden Primzahl ein bestimmter 
Factor entspricht." Ihre Bedeutung reicht über das specielle Gebiet der 
quadratischen Formen hinaus: es zeigt diese Darstellung, dass zur Lösung 
arithmetischer Probleme über Formenanzahlen ein Studium jener wichtigen 
Gruppenbildungen erforderlich ist, auf welche Herr Camitie JORDAN in 
N° 302 des Traité des Substitutions aufmerksam gemacht hat. 

Ausdrücke für das Maass eines positiven Genus quadratischer Formen 
von n Variabeln sind zuerst von Henry J. Srermen Smitm in der Note 
On the Orders and Genera of Quadratic Forms containing more than three 
Indeterminates, (Roy. Soc. Proc. XVI, 1868, pp. 197—208), mitgetheilt. 
Die Formeln von Surru sind ähnlich unseren Formeln (2) in 8., erschöpfen 
aber nicht alle Falle; sie geben im. Wesentlichen die Werthe der von uns 
E, genannten Factoren für ungerade Primzahlen q, doch für die Primzahl 
2 nur in den weniger verwickelten Fallen, wo das Genus eine ungerade 
Determinante besitzt. 

In einem folgenden Aufsatze beabsichtige ich verschiedene Anwendun- 
gen der hier gefundenen Resultate auseinanderzusetzen. 


! Ich habe auf diese Darstellung im 99. Bande des Journals für die reine und 


angcwandte Mathematik hingewiesen. 
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SUR L'ÉQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE 


ANIMÉE D'UN MOUVEMENT DE ROTATION 


PAR 


H. POINCARÉ 


à PARIS. 


8 1. Introduction. 


Quelles sont les figures d'équilibre relatif que peut affecter une 
masse fluide homogene dont toutes les molécules s’attirent conformément 
à la loi de Newron et qui est animée autour d'un certain axe d'un 
mouvement de rotation uniforme? 

Quelles sont les conditions de stabilité de cet équilibre? 

‘Tels sont les deux problèmes qui forment l'objet de ce mémoire. 

On en connait depuis longtemps deux solutions: l'ellipsoide de ré- 
volution et l'ellipsoeide à trois axes inégaux de JACOBI Je me propose 
d'établir quil y en a une infinité d'autres. 

Mais je vais avant d'aller plus loin signaler un certain nombre de 
résultats que l'on trouve dans le 7'eatise on Natural Philosophy de MM. 
Tarr et Tuomson, 2"* édition, 778. Sir Wırrıam THoMsoN énonce la 
plupart de ces propositions sans aucune démonstration; pour quelques 
unes d'entre &lles, il renvoie à des mémoires plus étendus insérés aux 
Philosophical Transactions. 

Voici ces résultats, qui doivent nous servir de point de départ. 

(a). L’ellipsoïde de revolution aplati est une figure d'équilibre tou- 
jours stable, si on impose à la masse fluide la condition d'affecter la 
forme d'un ellipsoide de révolution. 
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(b). Si nous imposons à notre masse la condition d'étre de révolu- 
tion, mais non plus celle d'étre ellipsoidale, on trouve, si le moment de 
la quantité de mouvement est assez grand, deux figures d'équilibre: une 
figure annulaire qui est stable et une figure ellipsoidale qui est instable. 
(Nous verrons dans la suite de ce mémoire qu'il y en a une infinité 
d'autres parmi lesquelles il y en a de stables grace à la condition im- 
posée à la masse de rester de révolution.) 

(c). Il existe également des figures d'équilibre, probablement in- 
stables, ou la masse se subdivise en plusieurs anneaux concentriques. 

(T). La figure annulaire d'équilibre est stable si l'on impose à la 
masse la condition de rester de révolution, et probablement instable si 
lon supprime cette liaison. 

(e). Si l'on impose à la masse la condition d'étre ellipsoidale, mais 
non d'étre de révolution, l'ellipsoide de révolution est stable, si l'excentri- 
cité est inférieure à 0,8127 et instable dans le cas contraire. (Nous 
verrons dans la suite de ce mémoire que les conditions de stabilité restent 
les mémes si l'on ne s'impose aucune liaison.) 

L'ellipsoide de JAconr est toujours stable, si l'on impose à la masse 
la condition d'étre ellipsoidale. | 

(f et g). L’ellipsoide de Jacosı, si l'on ne s'impose aucune condi- 


tion est certainement instable dans certains cas, bien qu'il soit probable-. 


ment stable dans d'autres. (Nous démontrerons dans la suite de ce mé- 
moire quil y a effectivement des ellipsoides de JAconr qui sont stables.) 

Une autre forme d'équilibre stable, si le moment de la quantité de 
mouvement est assez grand, sera celle où la masse se subdivise en deux 
corps isolés, comparables à une planète et un satellite dont les vitesses 
de rotation seraient égales entre elles et à celles de révolution. . 

(h) Il existe également des configurations ou le fluide se subdivise 
en plus de deux masses détachées, mais elles sont instables. 

(7). M subsiste une importante lacune entre le plus grand moment 
de la quantité de mouvement qui correspond à un ellipsoide de JAcosi 
stable et le plus petit moment qui correspond à l'équilibre stable de deux 
masses isolées. Il y aurait intérét à combler cette lacune par des figures 
intermédiaires. (J'ai fait à la fin de ce mémoire une tentative dans ce 
sens, mais je n'ai réussi pour ainsi dire qu'à amorcer le probléme et à 
indiquer la voie à suivre.) 


A4 


sees ccu 
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(/) Si l'énergie avec un moment donné est un minimum ou un 
maximum, l'équilibre est stable, pourvu que le liquide soit parfaitement 
dépourvu de viscosité. Il est probable qu'il est instable si l'énergie est 
un.»minimax» mais cela n'a pas encore été démontré. (Nous verrons 
dans la suite de ce mémoire un exemple ou l'équilibre est stable à la 
condition .que la fluide soit absolument depourvu de viscosité et bien que 
l'énergie soit un »minimax».) 

(k). Si le liquide est visqueux, et si peu quil le soit, l'équilibre , 
sera certainement instable si l'énergie est un maximum ou un minimax, 
et certainement. stable si elle est un minimum. 

Je donnerai dans la suite de ce travail la démonstration de quelques 
unes des propositions que sir WıLLıam Tuowsow avait seulement énoncées, 
et je les compléterai méme sur divers points, comme je l'ai déjà indiqué 
dans les parenthéses que j'ai intercalées dans le précédent exposé. 

Je démontrerai aussi l'existence de figures d’equilibre tout à fait 
différentes de celles dont parlent MM. Tarr et Tuowsox. 

J'ai déjà donne: dans le Bulletin Astronomique une. courte note 
ou jétudie plus en détail l'anneau simple ou multiple dont il est question 
dans le passage cité plus haut [(5), (c) et (d)]. 

Dans cette étude, je me suis rencontré avec M"* KowALEVSKI qui 
avait déjà employé les mémes procédés d'analyse dans un mémoire sur 
lanneau de Saturne, qui avait été communiqué en 1874 à l'Université 
de Gottingen et qui n'a été imprimé qu'en 1885 dans les Astronomische 
Nachrichten. 


82. Equilibre de bifurcation. 


Considérons d'abord le cas où il s'agit d'un équilibre absolu et d'un 
systeme dont la position est définie par » quantités z,, r,,..., r,. Sup- 
posons qu'il y ait une fonction des forces F(x,, r,, ..., x,) de façon 
que l'équilibre ait lieu quand toutes les dérivées de cette fonction s'an- 
nulent et qu'il soit stable quand cette fonction est maximum. Je sup- 
poserai qu'outre les quantités z,, z,, ..., æ,, il entre dans la fonction 


F un parametre variable y, de telle sorte que les valeurs des x qui 
correspondent à l'équilibre dépendent de ce parametre y. 
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Supposons que y ait une valeur déterminée; les équations d'équilibre: 


AF dBi: DE. 0 
(1) dentate id ib 





auront un certain nombre de racines; quand on fera varier y, (si F est 
une fonction holomorphe des z et de y, ce que nous supposerons d'abord) 
ces racines varieront d'une maniére continue. Nous aurons ainsi un certain 
nombre de séries linéaires de racines: 


u ily), Ly = £u(9), ids SUB, pu— Pin(Y) 


Ti ci €an(y), Y. = 9x (9), saure > X as Pon (y) 


= Only), % = Polti). ia mat = £a). 


Dans chacune de ces séries linéaires, z,, 7,, .. . , x,.sont des fonctions 
continues du paramètre y. Pour certaines valeurs de y, deux ou plusieurs 
racines peuvent se confondre. Quelle est la condition pour qu'il en soit 
ainsi? 

Soit A le déterminant fonctionnel des » dérivées aan E TT d 

de, dz, de, 
par rapport aux # variables &,, æ,, ..., %,, ou, en d'autres termes, le 
hessien de la fonction F par rapport à ces » variables. La condition 
nécessaire et suffisante pour que deux ou plusieurs racines se confondent, 
cest que A soit nul. 

Supposons que pour une certaine valeur « de y, pour laquelle A 
sannule, p racines des équations (1) viennent à se confondre, ou en 
d'autres termes, qu'une méme racine appartienne à la fois à p séries 
linéaires. Parmi les p racines qui appartiennent à ces p séries linéaires, 
il y en aura 2q qui seront imaginaires et p — 2q qui seront réelles pour 
y <a; il y en aura d'autre part 2r qui seront imaginaires et p — 2r 
qui seront réelles pour y > a. 

Si p = 2, q = r — o, les racines des deux séries linéaires sont réelles, 
et on a ainsi une racine qui appartient à la fois à deux séries réelles. 

Si p — 2, q— 0, r — 1, les racines sont toutes deux réelles pour 
y <a, et toutes deux imaginaires pour y > a. Quand y en croissant 
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atteint et dépasse la valeur a, deux racines réelles se confondent, puis 
deviennent imaginaires. i; 

Si p—3,q-"r--1,1l y a pour y<a et pour y >a, une racine 
réelle et deux imaginaires, de sorte que la racine qui correspond à y = a 
n'appartient qu'à une seule série réelle. Mais il est aisé de voir dans 
ce cas que A s'annule sans changer de signe. 

Il est inutile de citer d'autres cas particuliers, j'arrive tout de suite 
au résultat général que jai en vue. Soit: 


(2) Ta — (y) de = 2,(9); er, Ln — Pa(Y) 


une série linéaire de racines; @,, @,, ..., c, étant des fonctions continues 
et uniformes de y. Supposons de plus que pour les valeurs voisines de 
a, qu'elles soient inférieures ou supérieures à cette quantité, les fonctions 
Pis Pas +++» €, restent réelles. Si l’on substitue dans 


A (x, Lay cs Lys y) 


M, ©, 5.5, ©, à la-place de, to Pay. .., Zur. cette fonction .A. ne dé- 
pendra plus que de y. Je suppose que pour y = a, la fonction A(y) 
change de signe. Je dis alors que la racine 


pi(a), Pola), +--+, p,(a) 


appartiendra non seulement à la série (2) mais à une autre série linéaire 
de racines réelles. 
Avant de démontrer ce résultat général, donnons quelques exemples. 
Soit: 
dad 
F — Ar + 3% — Wf Ly — AY Ly. 


» 


Il vient pour les équations d'équilibre: 


v, — O, €, — c Vy° + ay 
d'ou 
A = 4An, = +44 Vy" + ay: 


Pour les valeurs de y comprises entre o et — « les valeurs de x, sont 
imaginaires; elles sont réelles pour les autres valeurs de y. Pour y — o, 


264 H. Poincaré. 


et pour y = — a, les racines passent du réel à l'imaginaire ou réciproque- 
ment; c'est aussi pour ces mêmes valeurs que A s'annule. 

Faisons en particulier: « — 0; il y aura deux séries linéaires de 
positions. d'équilibre: 


(2) TIME NM NEC DET 
et 
(3) S rcs % = m De 


Considérons la premiére de ces séries; pour chacune des positions qui lui 
appartiennent on aura 


Ac Ag. 


Quand y variera depuis — co jusqu'à + co, les valeurs de a, et de x, 
resteront réelles, mais quand y passera par 0, A changera de signe. 
Done en vertu du principe que je viens d'énoncer, la position d'équilibre 
qui correspond à la valeur y = Oo, c'est à dire: 


appartiendra non seulement à la série (2), mais encore à une autre série 
linéaire de positions d'équilibre. Il est aisé en effet de constater qu'elle 
appartient également à la série (3). | 

Soit maintenant: 


4, O, gem y 


I n'y a qu'une serie de positions d'équilibre réelles, à savoir: 


pecia] Ly m 
et on voit que ces positions restent réelles quand y varie de — co à 


+ co. Aucune de ces positions ne peut done appartenir à plusieurs 


Dons à 


4 CE . D ^ . 
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séries de positions d'équilibre réelles comme cela avait lieu tout à l'heure. 


Cependant L 
A s 649^ 


sannule pour y = 0, mais sans changer de signe. 

Pour démontrer ce principe que je viens d'énoncer et d'illustrer par 
quelques exemples, je supposerai que # = 1, de telle facon que je n'aie 
plus que deux variables: z qui définit la position du systéme et le para- 
métre y. On aura: 

d’F 


ét l'équation d'équilibre sera: 


L’équation F’(x, y) = o pourra étre considérée comme représentant une 
courbe plane C. Soit: 
e = p(y) 


uné fonction uniforme, réelle, finie et continue de y qui satisfasse à 
l'équation: 
, 
F'[p(y), y] = o. 


L'équation c= ¢(y) représentera alors une des branches B de la,courbe 
C. Soit M(x — a, y — f) un des points de cette branche de courbe. 
Supposons que lorsqu'on suit cette branche de courbe, on voie A changer 
de signe au moment où on franchit le point M. Je dis qu'il passera 
par le point M une autre branche de la courbe C. 
Soit en effet P le point de la branche B qui a pour ordonnée 
y = B— 6 et Q le point qui a pour ordonnée y = f£ + ¢ (s étant trés 
petit). Ces deux points sont réels, puisque par hypothese ¢g(y) est une 
fonction réelle de y. Je suppose par exemple qu'au point P, T A 
soit positif, et négatif au point Q. 
Par les points P et Q, je mène des parallèles à l'axe des æ et je 
prends sur ces parallèles deux points P" et Q' à gauche de P et de Q. 
dF d’F 
d 


1 * * L * 
Au point P, — est nul et p positif; done si le point 7" est assez 
x v 
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. TS } , e\ dF , 4 
voisin de P, la derivee premiere d, y sera négative. On verra de la 


a 


méme facon que si le point Q’ est assez voisin de Q, d, y sera positive. 


Allons du point P’ au point Q' en suivant une courbe qui s'éloigne trés 
peu de la branche B, mais qui ne coupe pas cette branche; cela est 


. . dF . . x 
toujours possible. Nous verrons vn changer de signe; il faut done qu'à 
f : 


: dF 5 
un certaın moment um sannule et par conséquent que nous traversions 
x 


une branche de la courbe C. Il y a donc une seconde branche de cette 
courbe qui vient passer par le point JJ. 

En d'autres termes, ce point M est au moins un point double de la 
courbe C; je puis méme affirmer que c'est un point multiple d'ordre pair. 

Il est à remarquer que dans la démonstration précédente, nous n'avons 
pas été obligés de supposer que la fonction F est holomorphe, mais seule- 
ment qu'elle est finie et continue ainsi que ses dérivées des deux premiers 
ordres. ; 
Il y a un eas particulier sur lequel il est nécessaire d'attirer l'atten- 


tion. Soit 


dF 
Eyer, Fri APN, 


Nous avons une première série de positions d'équilibre réelles qui nous 
sont données par l'équation «= o. Comme A sannule avec y, il doit 


passer par le point z — y — o une seconde branche de la courbe C et 
1 


\ dE : 
en se reportant à la valeur de +=, on voit que cette seconde branche 
a 


n'est autre chose que la droite 


yon, 


Cette droite ne représente pas une série linéaire de positions d’equilibre 
analogue à celles que nous avons rencontrées jusqu'ici. C’est une série 
de positions d'équilibre indifférent; car si y s'annule, l'équilibre subsiste 
quel que soit x. 

Supposons maintenant que la fonction F ne contenant toujours qu'une 
seule variable x, dépende non plus d'un seul paramètre y, mais de deux 
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paramètres y, et y, . Nous pourrons regarder x, y, et y, comme les 
coordonnées d'un point dans l'espace; alors l'équation 


dr = 


a 


représentera une surface S dont chacun des points correspondra à une 
position d'équilibre. 
L'équation 
dr 
A = — 0 


EST * 





représentera une seconde surface S'. Supposons que l'on considere une 
nappe JN de la surface S représentée par une équation 


GIF e (9; ya) 


où @ est une fonction finie, continue et réelle de y, et de y,. Supposons 
que cette nappe soit coupée par la surface, S’ et de telle sorte que A 
change de signe quand on traverse la surface S' en suivant la nappe N. 
Alors la courbe d'intersection de N et de S’ est une courbe double (ou 
multiple d'ordre supérieur, mais pair) de la surface S, par laquelle vient 
passer une autre nappe N’ de cette surface S. 

I] suffit en effet pour être ramené au cas d'un seul paramètre, de 
supposer entre y, et y, une relation linéaire 


y, = ay, t 5 


ou en d'autres termes, de couper les surfaces S et S' par un plan quel- 
conque paralléle à laxe des z. 

On arriverait évidemment à un résultat analogue dans le cas ou 
lon aurait p paramètres yi, Ja, +++, Yor 

Supposons maintenant » — 2; de telle facon que nous ayons deux 
variables x, et æ, définissant la position du système et un seul paramètre 


y. Je regarderai alors z,, v, et y comme les coordonnées d'un point 


2 
dans l'espace. Les équations d'équilibre: 


dE _ aF 
da 





== , = 


1 bet | 
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représenteront alors deux surfaces S, et S, dont lintersection sera une 
courbe gauche C.  Soient. 


(4) en (y), % — Pa (y) 


deux fonctions finies, continues et réelles de y et supposons que ces 
équations (4) représentent une branche B de la courbe C. Soit M un 
point de cette branche B; supposons que si l'on suit la branche B dans 
le sens des y croissants, on voie A changer de signe au moment ou on 
franchit le point M. Soient P et Q deux points de B ayant pour or- 
données y —8—6,9 —f-d-e; (l'ordonnée du point M étant y = f). 
Au point P, A sera par exemple positif, et négatif au point Q. 

Sil en est ainsi, je dis qu'il passera par le point M une seconde 
branche de la courbe C. 

En effet par les divers points de l'are de courbe PQ faisons passer 
des plans parallèles au plan des z,z, et dans chacun de ces plans dé- 
crivons une circonférence de rayon r ayant son centre au point correspon- 
dant de lare PQ. Ces diverses circonférences engendreront une certaine 
surface Y qui sera doublement connexe et limitée par les deux circon- 
férences K et K’ qui ont pour centres les points P et Q. De plus 
d'aprés ce mode de génération aucun point de la branche B ne peut se 
trouver sur la surface X. 

Pour trouver le nombre des points d'intersection de cette surface XY 
avec la courbe C, il faut maintenant chercher ce que M. Kronecker 
appelle (Berliner Monatsberichte, Mars 1869) la caractéristique du 
systeme des surfaces Y, S et S,. Le nombre des points d’intersection 
de ces trois surfaces, (ou si l'on veut de la surface ¥ et de la courbe C) 
qui satisfont à certaines conditions, diminué du nombre des points d'inter- 
section qui ne satisfont pas à ces mémes conditions, est égal d'aprés le 
mémoire cité de M. Kronecker à une certaine intégrale. Cette intégrale 
est prise le long des limites du domaine X, c'est à dire le long des deux 
circonférences K et K'. 

L'espace pourra être regardé comme partagé en quatre régions 


; : ^ d P dr 
a, b, c, d suivant le signe des deux fonctions ac a 


1 2 





Dans la région 


a, par exemple les deux fonctions seront positives; dans la région 5, i 
| | | ) 
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7. LS Barras i LA : 
sera positif et “— négatif, etc. A étant positif au point P, on rencontrera 
de, | EAM, I I 


en suivant la circonférence K les quatre régions dans l'ordre circulaire 
suivant abcd, pourvu toutefois que r soit suffisamment petit. Nous sup- 
posons qu'on ait parcouru K de facon à laisser à sa gauche la domaine 
X. L'intégrale de M. KnoxEckEn le long de K est alors égale à 1. A 
étant négatif au point Q, on rencontrera en suivant K’ les quatre régions 
dans l'ordre circulaire adc, si l'on décrit cette circonférence dans le méme 
sens que K. Mais si lon veut laisser le domaine X à sa gauche, il faut 
décrire K’ en sens contraire et alors les quatre régions se succèdent dans 
l'ordre abcd. L'intégrale est donc encore égale à 1 et l'intégrale totale 
est égale à 2. 

Le nombre des points d'intersection de Y et de C est donc au moins 
égal à 2; et aucun de ces points ne peut appartenir à B. Il faut donc 
que par le point M passe une seconde branche de la courbe C. 


CG ED, 


(Dans le cas ou le théoréme de M. Kronecker s'applique à une mul- 
tiplicité à deux dimensions et à deux fonctions X et Y, et ou par consé- 
quent son intégrale doit étre prise le long d'une courbe fermée, on voit 
aisément que cette intégrale est égale à la demi-différence du nombre de 


Fr 


; bá ; : Y 
fois que x saute de — co à + co et du nombre de fois que y Saute 


de + co à — co.) 

Le résultat s'étendrait sans peine au cas oü nous aurions un plus 
grand nombre de variables. Le théoréme de M. Kronecker serait en effet 
encore applicable. 

hésumons les résultats de ce paragraphe. 

Les formes d'équilibre du systéme considéré sont données par les 
n équations: 

de  dP dp 


dx, da, 


Ces n équations auront un certain nombre de solutions réelles et quand 
y variera d'une façon continue, ces solutions varieront elles-mêmes d’une 
facon continue de maniére à former diverses séries linéaires de formes 
d'équilibre, 
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Il pourra d'ailleurs arriver qu'une méme forme d'équilibre appar- 
tienne à la fois à deux ou plusieurs séries linéaires. Nous dirons alors 
que c'est une forme de bifurcation. On peut en effet, pour une valeur 
de y infiniment voisine de celle qui correspond à cette forme, trouver 
deux formes d'équilibre qui different infiniment peu de la forme de 
bifurcation. 

Il peut arriver également que deux séries linéaires de formes d'équi- 
libre réelles, viennent, quand on fait varier y, à se confondre, puis à 
disparaitre, parce que les racines des équations d'équilibre deviennent 
imaginaires. La forme d'équilibre correspondante g’appellera alors forme 
limite. 

Une forme d'équilibre ne peut étre une forme de bifurcation ou une 
forme limite qu'à la condition que A soit nul. ll résulte de là que si 
les équations d'équilibre admettent pour une certaine valeur de y une 
solution pour laquelle A me soit pas nul, elles en admettront encore 
une et infiniment peu différente de la premiére, pour les valeurs de y 
suffisamment voisines de celle que lon avait considérée d'abord. En 
effet gil n'en était pas ainsi, la forme d'équilibre qui correspond à la 
premiere solution serait une forme limite, ce qui exigerait que A fût nul. 

Si lon suit une série linéaire de formes d'équilibre réelles en faisant 
varier y et que lon voie A s'annuler et changer de signe, la forme 
d'équilibre correspondante ne peut étre une forme limite puisque les formes 
d'équilibre trés voisines qui appartiennent à la série linéaire sont sup- 
posées réelles. IL résulte de ce qui précède que c'est toujours une forme 
de bifurcation. 

Si enfin, en suivant une série linéaire de formes réelles, on voit A 
gannuler, mais sans changer de signe, on est sür, pour la raison que je 
viens de dire, que la forme correspondante n'est pas une forme limite. 
Elle peut étre une forme de bifurcation, mais il n'en est pas toujours 
ainsi. 


8 3. Echange des stabilités. 


Considérons la forme quadratique: 


d’F 


— ‚Ar (i=1,2, .., M5 k 21,2, ..., 2) 
da; da, 


Mattis ^ a 4.0 ^ . 
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contenant les m indéterminées X,, X,, ..., X,. Cette forme aura pour 
discriminant A. : 

Pour que l'équilibre soit stable, il faut et il suffit (puisqu'il s'agit 
d'un équilibre absolu) que la fonction des forces F soit maximum, c'est 
à dire que la forme @ soit définie négative. 

Imaginons qu'on ait décomposé la forme @ en une somme de n carrés: 


® — La, ES (121,9, 54m) 


ou Y, est une fonction linéaire des X.  Supposons que parmi les coéf- 
ficients a, que j’appellerai coëfficients de stabilité, il y en ait » positifs 
et » — v négatifs. A sera positif si » — » est pair, et négatif sin — v 
est impair. A sera nul quand un des coefficients « s'annulera. Enfin il 
y aura stabilité si tous les coéfficients de stabilité sont négatifs. Il est 
inutile de faire observer que le nombre » est indépendant de la maniere 
dont la forme @ a été décomposée en carrés. 

Supposons que pour z, = Ly =... = %, =O, y — O, on ait une 
forme d'équilibre de bifurcation, c'est à dire que les » dérivées partielles 


dF Pe : : 
= sannulent ainsi que A. Je dis que nous pourrons toujours supposer 
i 


que l'on a aussi: 
d’F 


de; day rg 


En effet, cela revient a dire que la forme 4 ne contient pas de termes 
rectangles; or s'il n'en était pas ainsi, on pourrait toujours décomposer 
la forme @ en carrés comme on l'a dit plus haut, c'est à dire qu'on 
pourrait, par une transformation linéaire, faire disparaitre les termes 
rectangles. Les coéfficients de stabilité sont alors: 

PF g'P d’F 


RE a Ato jn, e T 
dar da; da? 


Pour que A s'annule, il faut et il suffit qu'un ou plusieurs de ces coéf- 
dip 

ficients sannulent. Supposons par exemple que 15 sannule et que les 
da 


autres coéfficients ne s'annulent pas, Supposons enfin que la fonction F 


soit holomorphe et puisse se développer suivant les puissances de x et de y. 
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De l'équation: 


d FP E 
de, 
nous tirerons x, en fonction holomorphe de &,, 4,,..., ©, et y. ‘Pour 





que cela soit possible, il suffit que ne soit pas nul, ce qui a lieu 


de; | 
en effet. Substituons ensuite partout a la place de x, la valeur ainsi 
trouvée. De l'équation: 


GP je 3 
dé, & 
nous tirerons ensuite x, en fonction holomorphe de 2, %, ..., % et y. 


2 
da, 
la sorte jusqu'à ce qu'il ne reste plus que deux variables x, et y et une 





Cela est encore possible parce que n'est pas nul. On continuera de 


seule équation d'équilibre: 


dp 5 
da, == yh. 
Quant à 2, 4, ..., %, les autres équations d'équilibre, résolues comme 


on vient de le dire, les fournissent sous la forme: 
(1) Ly = Pois Y) Ya = Pa(dis N ces Ln Qu y) 
| 


les o étant holomorphes. 


aen : dr zat : : ; 
Quant à l'équation a, 5 Quelle sécrira, toutes réductions faites: 


(2) o = ax? + 2bay + cy? + 0 


Ó représentant un ensemble de termes de degré supérieur au second en 
x, et y. On voit que si x, et y sont les coordonnées d'un point dans 
un plan, cette équation représente une courbe à point double, ce qui 
montre de nouveau que la forme d'équilibre considérée est une forme de 
 bifureation. Nous supposerons 


b? — ac Z o. 


Nous tirerons alors de l'équation (2), x, en fonction de y de deux ma- 
niéres . différentes 


(3) t= di (y), | ai dos D, (y) 


"y 
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les d étant holomorphes. Les deux équations (3) jointes aux équations 
(1) nous donnent les deux séries linéaires de formes d'équilibre. 
Formons A et considérons le d'abord comme fonction de 2, ,, ..., X, 
et y. En remplaçant %,,...., x, par leurs valeurs tirées des équations (1), 
A ne sera plus fonction que de x, et de y et on reconnaitra aisément que: 


A = 2M(az, + by) + A, 


ar * ar d’F 


un ensemble de termes de degré supérieur au premier. 


M étant le produit des » — 1 dérivées et A, étant 


L'équation A — o représentera alors une courbe A passant par 
l'origine dans le plan des x, y et l'équation (2) représentera une courbe 
C formée de deux branches B et B’. Les équations de ces deux branches 
de courbe qui ne sont autres que les équations (3) pourront s'écrire: 


— b — Jb? — ac - 
5, =y( NE EE ur; 


(t 


Y, et Y, étant des termes de degré supérieur au premier. Si dans l'ex- 
pression A on remplace x, par d,(y) ou par d,(y) on trouve: 


A — 2M —acy + À, 


A, représentant un ensemble de termes de degré supérieur au premier. 
Le signe + se rapporte à la substitution de ¢,, c'est à dire à la branche 
B et le signe — a la substitution de ¢,, c'est a dire à la branche BD’. 

Ainsi que lon suive la branche B ou la branche B’, on verra A 
changer de signe en méme temps que y. De plus pour toutes les valeurs 
de y, voisines de o, A a des valeurs de signe contraire selon qu'on suit 
la branche B ou la branche B'. Par exemple, pour y positif, A sera 
positif sur la branche B et négatif sur la branche B’; pour y négatif, ce 
sera le contraire, A sera négatif sur la branche JB et positif sur la 
branche DB’, 

Supposons qu'à l'origine, un des coéfficients de stabilité soit nul (ce 
qui est conforme à l'hypothése faite plus haut), que » de ces coefficients 
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‘ soient négatifs et n — y — 1 positifs Dans le voisinage de l'origine, il y 
aura toujours (par raison de continuité) v ou » + 1 coéfficients de stabilité 
négatifs. Si » est pair, il y en aura » toutes les fois que A sera positif 
et y+ 1 toutes les fois que A sera négatif. Ce sera le contraire si 
y est impair. 

Il résulte de là que, si pour y positif, on a » coéfficients négatifs 
sur la branche B et v + 1 coéfficients négatifs sur la branche B’; ce 
sera l'inverse pour y négatif et on aura alors » + 1 coëfficients négatifs 
sur la branche B et » sur la branche B’. Si au contraire, on a, pour 
y positif, » + 1 coéfficients négatifs sur la branche B et v sur la branche 
D', on aura inversement, pour y négatif, » coéfficients négatifs sur la 
branche B et » + 1 sur la branche BD’. 


Pour qu'il y ait stabilité, il faut et il suffit que tous les coéfficients | 
de stabilité soient négatifs Si donc pour y positif, il y a stabilité sur 
la branche B et instabilité sur la branche Bb’, ce sera l'inverse pour y 
négatif. De méme si pour y positif il y a instabilité sur la branche B 
et stabilité sur B’, ce sera encore linverse pour y négatif. En d'autres 
termes, il y a échange des stabilités entre les deux branches B et B’ au 
moment ou elles se croisent. 


Pour établir ce résultat, j'ai supposé, non seulement que F était 
continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres, mais encore que 
cette fonction était holomorphe. Cette hypothése n'est nullement néces- 
saire. Pour le faire voir, je vais reprendre le raisonnement en supposant 


But 

Dans ce cas la courbe C se réduit à une courbe plane et A à 
d’F : : - : ee 
dy Soit o le point du plan qui correspond à la forme d'équilibre de 
ax = 


bifureation. Du point o comme centre décrivons un cercle K de rayon 
tres petit. Ce cercle K rencontrera la courbe C en un certain nombre 
de points. Il résulte du raisonnement du paragraphe précédente, que si 
un are de courbe joint deux points de C ou le signe de Ay ne soit pas 
le méme, cet arc devra couper la courbe C en un nombre impair de 
points; et que si au contraire Ay a méme signe aux deux extrémités, 
lare de courbe considéré devra couper C en un nombre pair de points. 
Done si lon envisage les différents points d'intersection de C et de K 
dans lordre ou on les rencontre en suivant le cercle A, on verra que 


Ae 
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Ay y sera alternativement positif et négatif. Le nombre total des points 
d'intersection est done pair. Si nous supposons en particulier que deux 
branches de courbe seulement viennent passer au point O, nous aurons 
alors deux points d'intersection a, et a, où y sera négatif et deux points 
d'intersection 8, et 8, où y sera positif. La branche of, devra alors étre 
regardée comme le prolongement de la branche 4,0, de méme que of, 
comme le prolongement de 4,0. Je suppose, pour fixer les idées, qu'en 
, A soit positif. Alors d'aprés la règle qui précéde, A sera négatif en 
a,, négatif encore en A, et positif en A,, ce qui confirme le résultat 
précedemment obtenu. Il serait aisé, d’après les considérations que je 
viens d'exposer, de voir ce qui se passerait si plus de deux branches de 
courbe venaient passer en Oo. | | 

Nous avons dit plus haut que si en suivant une série réelle de formes 
d'équilibre, on voyait A s'annuler sans changer de signe, on ne pouvait 
affirmer que la forme correspondante fit une forme de bifurcation. Nous 
pouvons remarquer que A peut de deux maniéres s'annuler sans changer 
de signe. Il peut arriver ou bien que plusieurs coöfficients de stabilité 
sannulent sans changer de signe; ou bien que deux (ou un nombre pair) 
de ces coéfficients changent de signe. Dans le premier cas, nous ne 
pouvons en effet rien affirmer; voyons ce qui ce passe dans le second. 

Nous supposerons pour fixer les idées que 


d’F = d’F d’F T 
T ————— =O (UR) me — 
da; dag ; G da das : 
d'F., ^ d. à vr. : 
des Sen? er? ner s 


Il arrivera alors que des » — 2 équations d'équilibre 


SEDED vua Fo 


dx, "UE de, TER de 


on pourra tirer z,, 4, ..., v, en fonctions holomorphes de x,, x, et y. 
Si dans les deux autres équations d'équilibre: 


dr dF 


— = — — 0 
da, da, 
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on substitue ces valeurs de z,, 44, ..., æ,, ces équations deviennent: 


D + 06, —0 


4 
2 Di 0; — o, 


où ®, et d; représentent un ensemble de termes du 2° degré en z,, æ,, 
y et O0, et M, un ensemble de termes de degré supérieur au second; (si 
lon suppose comme plus haut que la position d'équilibre envisagée soit 
Dey ale Si > steels Sb Oo): 

Regardons #,, x, et y comme les coordonnées d'un point dans l'espace. 


Les deux équations (4) représenteront deux surfaces ayant chacune à 





l'origine un point conique du 2? ordre. L'intersection de ces deux sur- 
faces sera la courbe C. On voit que par l'origine passeront 4 branches 
de la courbe C, réelles ou imaginaires. Mais une de ces 4 branches est 
certainement réelle, puisque j'ai supposé au début qu'on a pu suivre dans 
le voisinage de la position d'équilibre envisagée, une série de formes 
d'équilibre réelles. Il faut done quil y ait une autre des quatre branches 
qui soit réelle. La forme d'équilibre envisagée est done de bifurcation. 

D'ou la conclusion suivante: 

Pour qu'une forme d'équilibre appartenant à une série linéaire réelle 
soit de bifurcation, il suffit, non seulement que A change de signe, mais 
que l'un queleonque des coéfficients de stabilité change de signe. 


§ 4. Cas Wun nombre infini de variables. 


Les problémes traités dans les deux paragraphes précédents ne pré- 
sentent aucune espèce de difficulté. Malheureusement lorsqu'on recherche 
la figure d'équilibre d'une masse fluide soumise à diverses forces, la 
question est beaucoup plus compliquée. En effet la figure d'une pareille 
masse dépend, non pas d'un nombre fini de variables x, a, ..., %,, 
mais d'un nombre infini de variables. 

Supposons par exemple une aire plane A peu différente d'un cercle; 
l'équation de la courbe qui limite cette aire plane pourra s'écrire, en 
coordonnées polaires (o et c) 
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cose + f,cos 29 + ... + B,cosng + .. 
+ „sine + p,sineg +...+ „sinne +... 





les (3 et les 7 étant tres petits par rapport à r, et la figure de l'aire 
plane dépendra des coëfficients r, f et y qui sont en nombre infini. 

Supposons que tous les éléments de l'aire A s'attirent en raison in- 
verse des distances et en raison directe de leurs surfaces. Il résultera de 
cette attraction une énergie potentielle W qui sera représentée par l'in- 
tégrale suivante: 


| — Sf do do’ log 


dw et dw’ étant deux éléments quelconques de l'aire A et A la distance 
de ces deux éléments. On reconnait alors que W est une fonction holo- 
morphe de r, des # et des y. Je veux dire que si l'on fait varier seule- 
ment un nombre fini » de ces coéfficients, les autres restant constants, W 
sera une fonction holomorphe des n coéfficients variables. 

Supposons que les et les 7 étant regardés comme trés petits, on 
calcule l'intégrale W en négligeant les cubes des # et des 7. On trouvera: 





W = (logs + à) + £722. 2; — 1 + log). 


On pourra tirer de là la conclusion suivante: 
| Si l'on suppose que l'aire A soit assujettie à être équivalente à une 
aire donnée zr; de telle sorte que: 


(1) PAST, 


et qu'en méme temps f, et 7, soient assujettis à étre nuls, le cercle dont 
le rayon est r, sera une forme d'équilibre de l'aire A. 


On déduit de (1) que 
9 5 ! q^ 
2 1-— ha — > ERUIT 


et en négligeant toujours les cubes des Z et des 7 


W= = (log 7 + ) É D D EXT 1) 


ue | 
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Il] est d'ailleurs aisé de voir que si l'on regarde W comme une fonc- 
tion d'un nombre fini des coéfficients fj et 7, les autres coéfficients restant 
constants, on aura: 





EM ane [up Hs o TR aie Me a 
df, dy, ul 16 df FE arn 9 un ) 
ew o dW o- a 
dpi dk —— dyidy, m E 
Il résulte de là que la série infinie 
zr 29 LE ea ( a 1) (n = 2,3, ..., ad inf.) 


joue le méme rôle que jouait la forme quadratique ® dans le paragraphe 
précédent, avec cette différence, qu'au lieu d'un nombre fini de variables 
X, X,,..., X,, il y entre un nombre infini de variables f, et 7,. 


/ : 
Les coéfficients de stabilité sont alors les quantités zT, e — 1). On 


voit que tous ces coëfficients sont négatifs, de telle facon que l'équilibre 
est stable. 

Cet exemple permet de voir comment la notion des coéfficients de 
stabilité peut s'étendre au cas oü l'équilibre dépend d'un nombre infini 
de conditions. 

On peut de méme étendre à ce cas la notion des formes d'équilibre 
de bifurcation et des formes d'équilibre limite. Supposons en effet que 
les forces auxquelles sont soumis les éléments de l'aire A dépendent d'un 
paramétre y. Pour chaque valeur de y nous aurons un certain nombre 
de formes d'équilibre. Lorsque y variera, ces formes varieront aussi, en 
général d'une maniére continue. On aura ainsi un certain nombre de 
séries linéaires de formes d'équilibre. Pour chacune de ces séries, les 
coöfficients f et 7 seront des fonctions finies, continues, uniformes et réelles 
de y. Il pourra arriver alors que quand y tendra vers une certaine 
valeur a, deux formes d'équilibre réelles, appartenant à deux de ces séries 
linéaires, tendront à se confondre. Lorsque y aura dépassé cette valeur 
x, il arrivera, ou bien que les deux formes d'équilibre envisagées dis- 
paraitront et cesseront d'être réelles, ou bien qu'elles resteront réelles et 
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cesseront de se confondre. Dans le premier cas, on aura une forme 
d'équilibre limite. Dans le second cas, une forme d'équilibre de bifurca- 
tion. Rien n'est done changé à ces définitions qui restent les mémes que 
dans les cas précédemment examinés. 

Il reste à étendre les résultats du paragraphe précédent au cas qui 
nous occupe actuellement. Il faut montrer que: 

1°. Pour une forme d'équilibre limite, l'un des coéfficients doit 
s'annuler. | 

2°. Si l’on suit une serie linéaire de formes d'équilibre et si l'on 
voit un des coéfficients de stabilité changer de signe, la forme qui corres- 
pond à la valeur de y pour laquelle se fait le changement de signe, est 
une forme de bifurcation. 

3°. La loi de l'échange des stabilités s'étend au cas qui nous occupe. 

Nous démontrerons ces trois propositions en partant de l'hypothése 
suivante: | 

Le nombre des variables étant infini, celui des coéfficients de stabilité 
devra également étre infini; mais je supposerai que parmi les coéfficients, 
il my en a qu'un nombre fini qui soient positifs. 

J'appellerai x,, 2,, ..., 2,, ... les variables qui définissent la forme 
du système et y un paramètre dont dépendront les forces qui agissent 
sur ce systeme. Je supposerai que ces variables ont été choisies de telle 
sorte que pour la forme d'équilibre envisagée et que nous appellerons A, 
on ait: | 


a RER ES AN NES CES CA 


Si dans la fonction des forces F(x, y) on fait y = o, nous pouvons en- 
core supposer que les variables x aient été choisies de telle sorte que 
l'on puisse écrire, en négligeant les cubes des quantités x supposées trés 
petites: 


F(x, 0) = A + ati + aati... fant, + uasa dax +... 


Nous supposerons, conformément a l'hypothèse faite plus haut, que. 
parmi les n coéfficients a,, a, ..., a, il peut y en avoir de positifs ou 
de nuls, mais que tous les coéfficients suivants 4&,,,, Gyo, +++ Apy +> 
sont négatifs. 

Avant d'aller plus loin, je dois faire une autre remarque. Quand 
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nous n'avions qu'un nombre fini de variables, nous regardions la fonction 
F comme définie pour toutes les valeurs des x, ou du moins pour toutes 
les valeurs suffisamment petites de ces variables. Il n'en peut plus étre 
de méme ici. La fonction F ne sera définie que quand une certaine 
série à termes positifs: 


(2) al + Ra + At 4... A|z]|-7T- 


sera convergente. Le choix des variables x étant encore arbitraire dans 
une certaine mesure, nous pouvons supposer qu'on les ait choisies de facon 
que tous les A soient égaux à 1. | 

Cela posé, nous pouvons passer à la démonstration des trois proposi- 
tions énoncées ci-dessus. 

1. Je dis d'abord que si aucun des coëfficients « n’est nul, la 
forme A ne pourra étre une forme limite, c'est à dire que pour des va- 
leurs de y trés petites (mais d'ailleurs positives ou négatives) le systéme 
sera susceptible d'une forme d'équilibre trés voisine de cette forme 4A. 

Pour le démontrer, je vais introduire dans le systéme des liaisons 
exprimées par les équations suivantes: 


Ti ==" 1 To — 15 DO ONCE Ln — n» 


Vis Yoo +++ Y étant des constantes que nous regarderons comme données. 
Les conditions de l'équilibre du systéme assujetti à ces liaisons, dépendront 
naturellement du choix des n + 1 paramètres y, yi, yo; ..., y, et elles 
seront exprimées par les équations en nombre infini: 


dF... dE. E77) 





din a. die, +9 Æn +2 que es 


Dans le cas particulier où 


Y=Yh=Y=... = Yÿ =O 


l'équilibre aura lieu pour: 





. . \ , 3, 
c'est à dire en méme temps que l'équilibre du systéme supposé libre. 
Mais il y a une différence importante entre les deux cas. L'équilibre du 
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systeme libre est instable parce que parmi les coëfficients a, a, ..., a, 
il y en a de positifs L’equilibre du systeme à liaisons sera stable parce 
que tous les coéfficients à,,,, Gyo, +. Gp 

Je dis que pour les valeurs des n + 1 paramètres y suffisamment 
voisines de o, le systéme à liaisons sera susceptible d'une forme d'équi- 


libre stable trés voisine de la forme A. En d'autres termes, si l'on fait: 


sont négatifs. 


(3) | y =f, V = Br ru Pa 


on pourra prendre les f assez petits pour que la fonction Æ soit suscep- 

tible d'un maximum (en tenant compte des liaisons) et pour que ce 

maximum ait lieu pour des valeurs des x aussi petites que l'on veut. 
\Appelons en effet D le domaine comprenant tous les systèmes de 


valeurs des variables X,,,, Vso, , $9... qui sont telles que la série 
2 m2 m? 
(4) JA An 11541 — An+2Un42 — +++ — Oy, — 


soit convergente et ait une somme plus petite que e. La limite du 
domaine D se composera d'un domaine 4 comprenant tous les systèmes 
des valeurs des x tels que la série (4) soit convergente et ait une somme 
égale à e. 

Quand les y sont nuls, la fonction F est égale à A quand les x 
sont nuls, et à A—e- € quand les x appartiennent au domaine 4 (¢ 
étant un infiniment petit d'ordre supérieur à celui de €). Donnons main- 
tenant aux y les valeurs (3). La fonction F étant continue, nous pourrons 
prendre les 5 assez petits pour que /" diffère aussi peu que nous voudrons 
de A quand les x sont nuls, et aussi peu que nous vondrons de 4 — € + ¢ 
quand les x appartiennent au domaine 9. On pourra donc prendre les 
B assez petits pour que F soit plus grand quand les x sont nuls qu'en 
aucun point du domaine 4. | 

Il en résulte que la fonction F prendra en certains points du domaine 
D des valeurs plus grandes qu’e aucun des points de la limite de ce 
domaine. Il faut done conclure qu'en un certain point du domaine D, 
la fonction F atteint un maximum. Il est necessaire toutefois, pour que 
cette conclusion s'impose, que l'on admette que la fonction F ne va pas 
en augmentant indéfiniment à mesure que la série (2) devient de moins 
en moins convergente. Il y aurait bien des objections à faire, mais on 
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ne saurait exiger en mécanique la méme rigueur qu'en analyse pure pour 
ce qui concerne l'infini. 

Le principe auquel nous sommes ainsi conduits peut sénoncer ainsi: 

Si un systéme mécanique queleonque, et en particulier une masse 
fluide, sont en équilibre stable sous l’action de certaines forces, et si on 
vient y appliquer en outre des forces perturbatrices infiniment petites, ce 
systéme prendra sous l'action de ces forces, une figure d'équilibre stable 
infiniment peu différente de sa figure primitive. 

Je ne crois pas qu'on puisse le mettre sérieusement en doute, malgré 
les objections dont je viens de parler et qui sont de nature à intéresser 
plutôt l'analyste que le mécanicien. 

Cela posé, la forme d'équilibre stable du systeme à liaisons doit être 
regardée comme définie; elle le sera par exemple par les équations 


(5) dapi = asi A» os tty Dada In? = Enralßı p f: sey HAT 


Les fonctions @ seront des fonctions continues des f et elles s'annuleront 
avec f quelles que soient les valeurs de fi, f, ..., f,. 

Si nous substituons dans F ces valeurs des %,,1, 94,5, ..., 4, 
cette fonction ne dépendra plus que de B, £,, pr, .... B. 

Il faut maintenant chercher quelles valeurs on doit donner a 
fo Po» «++, B, pour que l'équilibre subsiste (sans toutefois rester stable) 
quand on supprime les liaisons. Il faut pour cela que l'on ait: 


dk dF dF 


qoa de te E : 

En d'autres termes, il faut considérer que, les x étant définis par les 
équations (5), la figure du systeme ne dépend plus que des » variables 
Bis Poy es f, et il faut chercher les conditions d'équilibre du système 
ainsi défini. 

Je veux faire voir que pour les valeurs de 3 voisines de 0, ce 
systeme admet une forme d'équilibre. Pour cela il me suffit, puisque 
ce systéme ne dépend plus que d'un nombre fini de variables, de chercher 
les coéfficients de stabilité pour f = o. 

Or pour f = o, puisque les fonctions ¢ s'annulent, on a: 


E=-A+ afi + fi +. + anf +2 
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Z étant un ensemble de termes d'ordre supérieur au second par rapport 
aux f. Les coéfficients de stabilité sont donc: 


Gi, As LE uS 


et, comme aucun d'eux n'est nul, la forme d'équilibre considérée ne peut 
étre une forme limite, et l'équilibre sera encore possible pour les valeurs 
de # voisines de o. 

Ainsi, méme lorsque la forme du systéme dépend d'un nombre in- 
fini de variables, une figure d'équilibre ne peut étre une figure limite à 
moins que l'un des coéfficients de stabilité ne s'annule. 

2° et 3°. Il resterait à établir les deux autres propositions enoncées 
plus haut. On les démontrerait par une méthode absolument identique. 
On introduirait dans le systéme les liaisons 


(6) . Ya == fi: Ly = Pas Hye > X, = 2 


de facon que la forme d’equilibre A devienne stable. On trouverait alors 
que pour: 


y = f, v, — f, tI I3 v, = B, 


le systeme à liaisons est susceptible d'une position d'équilibre stable dé- 
finie par les équations 


(5) Tati = Pua (Bs Pi; IP AT 


Si l'on suppose maintenant les x assujettis à ces équations (5), mais 
que l'on supprime les liaisons (6), la fonction 7 ne dépend plus que des 
. f; la figure du systeme ne dépend plus que de x variables. On est done 
ramené au cas d'un nombre fini de variables, auquel les propositions 
énoncées s'appliquent d'elles-mémes. 

En résumé, il résulte des considérations exposées dans ce paragraphe 
que les résultats des paragraphes 2 et 3 s'étendent au cas d'un systéme 
dont la figure dépend d'une infinité de variables, et en particulier au cas 
d'une masse fluide soumise à différentes forces. 
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§ 5. Premiere application. 


MM. Tarr et THomson ont annoncé sans démonstration que, parmi 
les figures d'équilibre dont est susceptible une masse fluide animée d'un 
mouvement de rotation, il y a une figure annulaire de révolution. 

On peut démontrer ce résultat en appliquant les principes exposés 
dans les trois paragraphes précédents. 

Je considére une masse fluide homogene égale à M et animée d'une 
vitesse de rotation » autour d'un axe quelconque que je prendrai pour 
axe des z. Je suppose que toutes les molécules de cette masse s'attirent 
conformément à la loi de Newron. Je choisirai les unités de telle facon 
que la densité du fluide soit égale à 1, et que l'attraction de deux unités 
de masse à lunité de distance soit égale à l'unité de force. 

Je puis assujettir la masse fluide à affecter la forme d'une figure de 
révolution. Si l'équilibre a lieu en tenant compte de cette liaison, il 
arrivera, en vertu de la nature méme du probléme, que l'équilibre sub- 
sistera encore quand elle sera supprimée. Cette liaison ne change pas 
les conditions d'équilibre, elle n'influe que sur les conditions de stabilité 
dont nous ne nous occuperons pas pour le moment. 

Soit R la distance à l'axe du centre de gravité de la section méri- 
dienne et zr l'aire de cette section. On aura: 


(1) aM —I m 


Le plan des xy sera le plan perpendiculaire à l'axe et passant par 
ce centre de gravité.  J'assujettirai encore, pour simplifier un peu les 
caleuls qui vont suivre, la figure de la masse fluide à rester symétrique 
par rapport au plan des xy. Il est clair que si l'équilibre a lieu avec 
cette liaison, 1l subsistera encore sans cette liaison. | | 

Pour définir la section méridienne, je me servirai des coordonnées 
polaires p et o, en prenant le pole au centre de gravité et laxe polaire 
dans le plan des xy. Soit: ; 


p = r + Bicosg + fecoszg +... + Ang +... 


vr "HW. * . p» . 
l'équation de la section méridienne. 
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Ecrivons que l'aire de cette section est égale à m5, il viendra: 


(2) neat EE. 


Ecrivons que le centre de gravité de cette section est au póle, il viendra 


(3) PA + (Pips + ARA efc. )tS-—o 


S étant une série convergente dont les termes sont homogenes et du 
troisieme degré par rapport aux f. 

J'ai à rechercher s'il existe une figure d'équilibre peu différente d'un 
tore. Je dois done supposer que les 5 sont tres petits par rapport à r. 


To. 


R sont 


Je supposerai de plus que les rapports — et par conséquent 


1 
R 
trés petits, ainsi que o. : 

Cela posé soit J le moment d’inertie de la masse fluide par rapport 
à laxe. Soit: 


l'énergie potentielle due à l'attraction newtonienne (où dm et dm’ sont 
deux éléments quelconques de la masse et A la distance de ces deux 
éléments). Soit: 


w | © 
M 


l'énergie potentielle due à la force centrifuge. L'équilibre aura lieu quand 
la variation premiere de l'expression 


145227 ER | 


sera nulle. 

Nous allons encore introduire une liaison nouvelle. Nous supposerons 
que r, et par conséquent À sont assujettis à conserver des valeurs données. 
Cette liaison, à la différence des précédentes, change les conditions d'équi- 
libre. Posons: 


SR 
(4) BE ro U= AnR(log— + V + H). 
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Il viendra, en tenant compte de (2) 


(5) U = Al rsh (log + =) + ERG (= — 1)|+ B+ C 


ez 


+ (en + 2 Rr’) + o?D. 


Dans cette équation, A designe une constante numérique qu'il est 
inutile de déterminer davantage; B est un ensemble de termes contenant 
rj en facteur; C est un ensemble de termes de degré supérieur au second 
par rapport aux //; enfin D est un ensemble de termes s'annulant avec 
les f. 7 
Nous donnerons a A la méme valeur dans les équations (4) et (5). 
Il viendra alors: 





qua , [1 B € zw (2R* 3 wo D 
df 4 S En 1) i AriR * Ari 2 A ou Hs >) + ArtR m 


To 


On trouve aisément: 
2m 2r 3 27 am 2x 
I — cf Rip*dp EE Pd cos ede. + 27 f Bo‘ cos* ede + paja cos? ede. 
Mais les équations (2) et (3) peuvent s'écrire: 


foe UMS fp* cos edge = o 


de sorte qu'il reste simplement: 


D — oak f (o' — riyeos! gdg + = J (p! — ri) cos" pdp. 


Nous prendrons 
LI 


2,.2 p2 
ze R 
H ES ns 5e 4 
4 *; 
de sorte que V sera désormais déterminé. 
Comme r, et R sont provisoirement regardés comme des constantes, 


le maximum de U aura lieu en méme temps que celui de V, de sorte 
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que l'équilibre de notre systéme a liaisons aura lieu dans les mémes 
conditions que si V était la fonction des forces. 
Supposons que dans V, on fasse r, — o, il viendra 


1 Ps C 3 z^ e* 3 zw” ( (p* 2 
Y-L-YXÓS(D—1À)9 uci A iet (E — 1) cos ede. 


Sr nous faisons encore w — o, il viendra: 








Si l'on tient compte de l'équation (3), il vient: 
"on E 


. E étant un ensemble de termes du second degré au moins par rapport 
à o> Jue. On peut donc écrire: 


vat4dn(i—i)4Pr 


n=2 


F' étant un ensemble de termes du troisième degré au moins par rapport 
à v, TE TE 
Cette équation prouve que si lon fait © =r, — o, la fonction V 
est susceptible d'un maximum qui est atteint quand tous les 7 s'annulent. 
Les coéfficients de stabilité sont: | 
we A 1 
3 , à e. y 
Comme aucun de ces coéfficients n'est nul, la forme d'équilibre corres- 
pondante ne pourra étre une forme limite, c'est à dire que pour les va- 


leurs trés petites de r, et de w, le systéme à liaisons considéré sera 


0 
susceptible d'une forme d'équilibre, pour laquelle les ;; auront des valeurs 


trés petites. 
On aura alors pour cette forme d'équilibre: 


(6) Y» = (ro, ©) 


€, étant une fonction continue de r, et de « s'annulant avec ces variables. 
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Il reste à chercher quelle valeur il faut donner à r, pour que l'équi- 
libre subsiste encore quand on supprime la liaison que nous avions pro- 
visoirement introduite, et quand on n’assujettit plus r, et R à avoir des 
valeurs données. 

Supposons qu'on remplace dans U les 7 par leurs valeurs (6) et R 
par sa valeur tirée de l'équation (1). Alors U ne sera plus fonction que 
de r, et de w, et on aura la condition pour que l'équilibre subsiste apres 
la suppression de la liaison, en écrivant: 


dU 
(7) dr, =O 


Je dis que pour les valeurs tres petites de w, il y aura toujours 
une valeur trés petite de r, pour laquelle cette condition (7) sera remplie. 
Nous pourrons écrire: 


Bo* 


4 
? 0 





(8) MS Ari log = + + C. 
Les lettres A, a et D désignent des constantes ne dépendant que de M 
et C un ensemble de termes trés petits par rapport aux deux premiers 
quand r, et w sont tres petits. Inutile d'ajouter que les lettres A, B et 
C n'ont plus la méme signification que dans la premicre partie de cette 
démonstration. 

Soit s une quantité trés petite que nous regarderons comme constante 
et qui sera telle que: 


2.As log + — 34s — pon. 





= ©, 


5 


Nous allons faire varier r, depuis 2s jusqu'à o. Pour r, — 2s, les deux 
premiers termes de l'expression (8) se réduisent à: 


I 185 aus ‘ 
445" log = + 5; As log = — 5; As” = a As’ log ^ ds 





Pour r, = s, ces deux mémes termes se réduisent à 


8 
As* log % + As log 5 — = As! = log + S, 
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Enfin pour r, — o, on à U — “+ co. Dans ces égalités, S, et S, 


1 


ge \ . = \ 2 a 
désignent des termes trés petits par rapport à s log. 


On a donc: 


- 4j 100 2 a 25 2 a x! 
100 , a 52 a 
" 12 2 
pour =” U — a log = € log -; + x 
100 a 
= 2 = es 
pour.r,-—o U "ud log cp o0: 


X, et X, sont des ensembles de termes trés petits par rapport à s'log =, 


et qui n'influent pas sur le signe de l'expression 


Cette expression est donc positive pour r, = 2s, négative pour 7, = s et 
positive pour r, — o. Elle sannule donc deux fois quand r, varie de 


A] , . , dU . . A . 
28 à O; sa dérivée X doit donc s'annuler une fois dans le méme intervalle. 


- CX FD 


Ainsi pour une valeur donnée tres petite de w, on peut trouver un 
systeme de valeurs de r, et des 7 qui satisfasse aux conditions d'équilibre, 
et cela aprés suppression de la liaison que j'avais d'abord provisoirement 
introduite. 

Il en résulte qu'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation 
est susceptible d'une forme annulaire d'équilibre, qui d'ailleurs est probable- 
ment instable. 

J'ai donné une esquisse de la présente démonstration dans le Tome II 
du Bulletin Astronomique. J'ai donné également dans ce méme voluine 
une facon de calculer approximativement les éléments de cette figure 
annulaire. L'analyse que j'ai employée pour déterminer ces éléments 
présente le plus grandes analogies avec celle dont M"* KowALEVskI a fait 


usage dans ses recherches sur l'anneau de Saturne. 
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§ 6. Exemples d’equilibres de bifurcation. 


Dans les N° 27 et 28 du Livre III de la Mécanique Céleste, LAPLACE 
traite le probléme suivant: Une sphere solide, de densité p et de rayon 
c est recouverte d'une couche fluide homogene de densité ı. Quelle est 
la figure d'équilibre de cette couche fluide? Quelle sera à l'état d'équilibre 
la forme de la surface libre de cette couche? 

Une des formes d'équilibre est évidemment une sphére concentrique 
à la sphére solide, auquel cas l'épaisseur de la couche fluide est uniforme. 

On peut se demander s'il y en a d'autres. Pour cela appelons 


— a(1 + ay) 


la distance au centre d'un point queleonque de la surface libre. On 
développera y en série de fonctions sphériques: 


uso choke ee eS e 


et l'équation DUIS, Y comme l'indique LArrAcE page 87 (édition de 
1878), s'écrira: 


(1) ol +2] +05 SA dae 
pourvu toutefois que l'on néglige le carré de a. 
Quant à l'énergie potentielle, elle a pour expression: 


w-A-w | [(o, eee (n — à): zi | do 


en négligeant le cube de «. A est une constante et l'intégrale est étendue 
à tous les éléments dw de la surface sphérique (Of. RésaAr, Mécanique 
, ^6 PE CP - d 
Céleste, 1*'* édition, p. 238). 
J'ai posé pour abréger 
c? 


bz Ai) Ar (1 — bp): 
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Cette expression de W montre qu'on a une forme d'équilibre quand tous 
les Y sannulent, c'est à dire quand l'épaisseur de la couche fluide est 
uniforme. Les coéfficients de stabilité sont: 


3 3 
A ER cr eph da, 3 


L'un d'eux s'annulera si lon a: 


IS ohio 


» étant un entier positif. A chaque valeur de p, correspond une forme 
d'équilibre parfaitement définie qui est la sphère. Ces sphères forment 
une série linéaire de figures d'équilibre réelles. Si donc l'un des coéffi- 
cients de stabilité s'annule, c'est que la sphere correspondante est une 
forme d'équilibre de bifurcation. 

Etudions d'un peu plus prés ce qui se passe. Dans le N° 27, 
LAPLACE suppose que la couche fluide: considérée est assujettie à conserver 
une figure de révolution autour de l'axe des z. Dans cette hypothese, 
la fonction sphérique Y, se réduit au »° polynôme de LEGENDRE, de sorte 
3 


2y + I 
On est ainsi ramené au cas le plus simple, celui ou un seul coéfficient 
de stabilité s'annule et où la forme de bifurcation appartient à deux séries 
linéaires de formes d'équilibre réelles. 

Lartace semble dire qu'il ne peut y avoir en général qu'une seule 
forme d'équilibre lorsque l'on n'a pas: 


qu'il n'y a qu'un seul coëfficient de stabilité qui soit égal à p, — 


et que lorsque cette relation a lieu, il y a deux formes d'équilibre, puis- 
que ay est susceptible de deux valeurs, dont lune est donnée par la 
. supposition de y = o, et dont l’autre est donnée par la supposition de y 
egal au »* polynóme de LEGENDRE. 
Ce passage a du paraitre obscur à plus d'un lecteur. En effet 
LaPLACE ayant négligé les puissances supérieures de a, ce coefficient n'in- 
-tervient plus dans l'équation d'équilibre (1); il semble done qu'on puisse 
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le choisir arbitrairement, et alors on n'aurait plus deux figures d'équilibre, 
mais une infinité, qui seraient comprises dans l'équation générale: 


y = AY, 


À étant une constante arbitraire et Y, le »* polynôme de LEGENDRE. 


es 
22 +I à 
la sphére serait la seule figure d'équilibre possible, et que pour les valeurs 


Il semblerait donc que pour les valeurs de p, différentes de 


de o, de la forme Lá il y aurait une infinité de figures d'équilibre 


+1 

indifférent. Mais les termes de degré supérieur en «a empéchent qu'il en 
soit ainsi. 

Lis. a 
2y+ 1 
d'équilibre: l'une est une sphére, et l'autre est trés peu différente d'une 
sphere. ‘Toutes deux se confondent pour: 


Pour les valeurs de o, trés voisines de , il y a deux figures 


BEN. 
AT: 2v+ 1 
Il y a cependant une exception; pour v= 1, on trouve p, — 1. La 


densité de la sphére solide étant alors la méme que celle de la couche 
fluide, le sphéroide est homogene, et l'équilibre subsistera quand la sur- 
face libre, au lieu d'étre une sphére concentrique à la sphére solide, sera 
une sphére dont le centre sera quelconque (pourvu toutefois que les deux 
sphéres ne se coupent pas). 

L'équilibre est donc indifférent. Pour o, — r, la figure formée par 
les deux sphéres concentriques est donc encore une. figure de bifurcation, 
mais on se trouve dans un de ces cas exceptionnels que j'ai signalés au 
paragraphe 2. Cette figure appartient bien encore à deux séries linéaires 
de formes d'équilibre. Mais il n'arrive plus, comme cela a lieu d'ordi- 
naire, que pour chaque valeur de p, voisine de r, on trouve dans chacune 
des deux séries une figure d'équilibre et une seule. Une seule des deux 
series présente ce caractére; l'autre est une série de formes d'équilibre 
indifférent qui correspondent toutes au cas de p, = 1. 

Dans le N° 28, LAPLACE passe au cas où la figure d'équilibre n'est 
plus assujettie à être de révolution. Dans ce cas il y a 2v + 1 fonc- 


i à, 
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tions sphériques Y, linéairement indépendantes. Done quand p, devient 


; 3 . Nr? Mies s | 

égal à TEL il y a 2» + 1 coëfficients de stabilité qui s'annulent à la 

fois. Done pour les valeurs de p, trés voisines de eat il y a non 
y 


pas deux figures d'équilibre peu différentes d'une sphére, mais un plus 
grand nombre. Il y en a méme une infinité, si l'on tient compte de ce 
fait que si on a une figure d'équilibre non sphérique, l'équilibre subsiste 
quand on oriente cette figure d'une maniére quelconque. 

Je pense que ces remarques suffiront pour éclaircir ce qu'il pouvait 
y avoir d'obscur dans le texte de LAPLACE. 


$ 7. Stabilité de l'équilibre relatif. 


Il est trés facile de trouver les conditions de stabilité de l'équilibre 
absolu d'un systéme matériel rapporté à des axes fixes; pour qu'un tel 
équilibre soit stable, il faut et il suffit que la fonction des forces soit 
maximum. Mais le probléme de la stabilité de l'équilibre relatif d'un 
systeme matériel rapporté à des axes mobiles est infiniment plus com- 
pliqué. Cette théorie n'a jamais, à ma connaissance, été convenablement 
traitée que dans le Treatise on Natural Philosophy de MM. Tarr et Tuom- 
son. Elle repose sur la distinction de la stabilité seculaire et de la 
stabilité ordinaire; j'en vais rappeler les principaux résultats, en donnant 
sur un point des compléments qui me seront utiles dans la suite. 

Supposons que la position du systéme envisagé par rapport aux axes 
mobiles soit définie par x variables z,, 7, ..., æ,, choisies de telle sorte 
que l'équilibre ait lieu pour: 





ie NE WE. =. 


Si l'on dérange trés peu le systéme de sa position d'équilibre, les valeurs 
de 2, 34, ..., v, seront trés petites et, si l'on néglige les carrés de ces 
quantités, les équations différentielles qui en définiront les variations 
seront linéaires. 

On trouvera donc: 


= „Al, m]e’=', (im 1, 9,...., 95; mom do Mon.» ST. 
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Dans cette formule les A, sont des constantes d'intégration, les [?, m] et 
les 4, sont des constantes qu'il est aisé de déduire des équations différen- 
tielles du probléme. 

Si tous les À, sont purement imaginaires, il y a stabilité. Si tous 
les À, ont leur partie réelle nulle ou négative, il y a encore stabilité 
(et ce cas peut se présenter si lon tient compte des résistances passives, 
telles que la viscosité des liquides) Si enfin un des À, a sa partie réelle 
positive, il y a instabilité. 

Les A, 
sorte que pour trouver les conditions de stabilité, il suffit de discuter 


sont donnés par une équation algébrique de degré 2», de 


cette équation en A. 

Nous supposerons que toutes les forces réelles auxquelles le systéme 
est soumis sont les actions mutuelles de ses parties, de telle sorte que le 
moment de la quantité de mouvement du systéme soit constant. Parmi 
ces forces réelles, nous distinguerons les forces indépendantes de la'vitesse 
qui devront admettre une fonction des forces, et les forces dépendantes 
de la vitesse, c'est à dire les résistances passives dues à la viscosité. Le 
travail de ces derniéres forces doit toujours étre négatif. 

Outre les forces réelles, le systéme sera soumis à deux sortes de 
forces apparentes: la force centrifuge ordinaire, indépendante de la vitesse, 
et la force centrifuge composée, dépendante de la vitesse; le travail de 
cette derniére est toujours nul. 

Soit T la demi-force vive et U l'énergie potentielle due à toutes les 
forces indépendantes de la vitesse, y compris la force centrifuge ordinaire. 
Si nous négligeons, comme il convient de le faire, les puissances supérieures 
des xr et si nous supposons que U soit nul dans la position d'équilibre, 
T sera une forme quadratique par rapport aux: 


dx; 
qj = —— 
) dt 


et U une forme quadratique par rapport aux ı,. 
Nous poserons selon l'usage: 
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de sorte que les équations différentielles s'écriront: 


dpi _ d U dx, dT 


DR de eh di dm 





Dans ces équations les V, représentent l’ensemble des termes provenant 
des forces dépendantes de la vitesse. Si l'on néglige les puissances 
supérieures des x, les V seront linéaires par rapport aux p. Les equa- 
tions différentielles seront donc linéaires. 

Dans le cas de l'équilibre absolu, c'est à dire si le mouvement de 
rotation est nul, il faut et il suffit pour la stabilité, que la fonction des 
forces soit un maximum, c'est à dire que la forme quadratique U soit 
définie positive. 

Cette condition est encore suffisante, mais elle n'est plus nécessaire, 
sil y a un mouvement de rotation. Ainsi, pour parler le langage des 
paragraphes précédents, si tous les coéfficients de stabilité sont négatifs, 
il y aura certainement stabilité, méme dans le cas d'un mouvement de 
rotation. | 

Dans un tres grand nombre de problemes, on peut negliger la vis- 
cosité; si dans cette hypothése l'équilibre relatif est stable, il y aura 
stabilité ordinaire; si l'équilibre reste stable quand on tient compte de la 
viscosité, il y aura stabilité séculaire. 

Il peut y avoir stabilité ordinaire sans qu'il y ait stabilité séculaire; 
il arrive alors, si la viscosité est trés faible, ce qui est souvent le cas, 
que la figure du systéme se maintiendra pendant fort longtemps, mais 
finira toujours par étre bouleversée. 

Pour quil y ait stabilité séculaire, il faut et il suffit que la forme 
U soit définie positive, c'est à dire que tous les coéfficients de stabilité 
solent négatifs. | 

Les conditions de la stabilité ordinaire sont beaucoup plus compli- 
quées. Bornons-nous à dire que cette stabilité ne pourra jamais avoir 
lieu si le nombre des coëfficients- de stabilité qui sont positifs est impair. 

Tels sont les résultats trés précis que l'on trouve démontrés dans 
l'ouvrage de MM. Tarr et Tuowsow. Il y a toutefois une importante 
restriction à faire et sur laquelle je désirerais attirer l'attention. L’argu- 
mentation de MM. Tarr et Tomson repose tout entière sur cette hypo- 
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thése que le travail de la viscosité est toujours négatif (et non pas nul) 
pour tous les mouvements possibles. Il n'en est pas toujours ainsi. 
Supposons par exemple une masse fluide isolée dans l'espace. Si 
cette masse se déplace sans se déformer, ce mouvement ne sera contrarié 
par aucune résistance passive analogue à la viscosité. Le travail de la 
viscosité sera alors nul et non pas négatif. Nous devons donc, si nous 
voulons appliquer le théorème de MM. Tarr et Tomson, supposer qu'on 
a introduit dans le systéme des liaisons telles que la masse fluide ne 
puisse se déplacer sans se déformer. Si lon fait cette hypothése, la 
proposition est applicable, et l'on peut dire que les conditions de stabilité 
sont les mêmes si l’on tient compte à la fois de la viscosité et de la 
force centrifuge composée, ou bien si l'on néglige à la fois ces deux forces. 
Avant de terminer ce qui concerne cette stabilité de l'équilibre relatif, 
je dois examiner un cas particulier. Supposons qu'à l'état de l'équilibre 
relatif, le systéme envisagé affecte une figure de révolution autour de 
laxe des z. Pour simplifier l'exposition, nous supposerons qu'à l'état 
'équilibre, toute la matiére du. système soit uniformément répartie sur 
n circonférences parallèles dont les rayons seront 7,, #3, ..., Ve Soit m 
une molécule appartenant au parallele de rayon r;. Supposons que l'on 
déplace cette molécule de telle facon que sa distance au plan des zy 
augmente de z,, sa distance à l'axe des z augmente de uw; et qu'enfin le 


diedre du. plan moz avec le plan woz augmente de =. Si les quantités 


4,, 2, et v, sont les mêmes pour toutes les molécules d'une méme paral- 
lele, le systeme affectera encore aprés cette déformation, une figure de 
; ; i 4 du; dv; , dz 

révolution. Si l'on suppose de méme que 77 = uj, 77 — vi 2s == 2, sont 
les mémes pour toutes les molécules d'un méme paralléle, la demi-force 


vive totale du systéme a pour valeur: 





T = XA(w? + v? + 27) 
A,; Ay, ..., A; étant # constantes que nous regarderons comme données. 
Enfin l'énergie potentielle U ne dépendra que des u et des z, tant que 
les quantités «w,, v, et z, conserveront la même valeur tout le long d'un 
paralléle. Les équations du mouvement seront alors en supprimant 
toute viscosité: | 
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d'u: t dU er dv; 
‘ di? du, ^ ARE 
d’v; du; d?zi dU 


w désignant la vitesse angulaire de rotation due au mouvement d'en- 
trainement. Ces équations sont linéaires en w,, v, et z,. On y satisfera 
en posant: 


o. 
itj 55.8, cos At; 2, = D, cos At, v, = 24,7 sin At 


et une condition nécessaire pour qu'il y ait stabilité, c'est que les valeurs 
de A qui permettent de satisfaire de la sorte à nos équations différentielles 
solent toutes réelles. On voit par ces équations que si les conditions 
initiales du mouvement sont telles que ^,;, v,, 2, w;, v;, z; soient les 
mémes tout le long d'un paralléle, il en sera encore de méme au bout 
d'un temps quelconque et le systéme restera de révolution. 

On pourra trouver pour A un certain nombre de valeurs distinctes 
que jappellerai + À, +4, ... et l'intégrale générale des équations pro- 
posées en supposant que le systéme reste de révolution sera: 


u, = 22, B,a,, cos (A,t + s,) 
(2) z, = 22, B,b,, cos (A,t + e,) 


v, = 2o X., B, sin (4,4 + e,) 
p 


les B, et les ¢, étant 2p constantes d'intégration. 


Mais on doit avoir: 


TX U-U 


C étant uhe constante. Il est facile de voir que si U n'est pas une 
forme définie positive, on peut choisir les conditions initiales du mouve- 


- 
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ment de telle sorte que la constante C ait le signe que l'on veut. On 
trouve: 


T = D, t XD, cos 2(4,t + e,) + XD, cos[(, + A)t + &, + ej] 
+ 2D;, cos (4,£ — At + &, —e) 
Us E, + ZE, cos2(a,t + ¢,) + X(E,, ou Ej) cos (A, + A,)t + e, + e,]. 
On a done: 


DEP e D FUE, 9 D+ E == 0: D, + E 


On trouve d'ailleurs en faisant attention à la nature des formes T 
et U et à la forme des équations (2): 


dp te D 
D ON CER I BA (Aa, + Aj, + 40? a7) 
2t DM, (a, + Ab, — 4e? al). 


On tire de là: 


(3) D, + E, — ZB'(D, + E,) = BA G+ 02) 
et d'autre part: 
D, + E, — X3 BD, + E) = C. 


Les coéfficients A; sont essentiellement positifs Si donc les A, sont 
tous réels, le second membre de (3) est essentiellement positif. Mais 
nous avons vu que C peut devenir négatif à moins que la forme U ne 
soit définie positive. Si done cette forme n'est pas définie positive (au 
moins tant que le systéme est assujetti à rester de révolution) il ne peut 
y avoir stabilité. 

Cette démonstration se trouve, sauf la forme et les notations, dans 
la Mécanique Céleste de Larrace, Livre IV, Chapitre II, n? 14. 

On doit done conclure que si un systeme affecte, à l'état d'équilibre 
relatif, une figure de révolution, cet équilibre ne jouira pas méme de la 
stabilité ordinaire, si l'équilibre du système n’est pas stable quand on 
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supprime la force centrifuge composée et qu'on introduit des liaisons 
assujettissant le systeme à rester de révolution autour de l'axe des z. 1 
faut toutefois observer à quelle condition ce théoréme de LAPLACE est 
applicable. Il pourrait se faire que lun des A fut nul et alors le raison- 
nement précédent tomberait de lui-méme. Il pourrait y avoir encore 
stabilité en ce sens que la figure extérieure du systéme demeurerait tou- 
jours trés peu différente de la figure primitive; mais les divers paralléles 
tendraient à tourner avec des vitesses différentes. 

Il reste à examiner si les théorèmes établis dans les paragraphes 
précédents subsistent encore dans le cas de l'équilibre relatif. Le pre- 
mier d'entre eux, d'aprés lequel, si un des coéfficients de stabilité change 
de signe quand on suit une serie linéaire de figures d'équilibre, la forme 
correspondante est de bifurcation, subsiste évidemment, car le mouvement 
de rotation et la force centrifuge composée ne changent pas les conditions 
d'équilibre et n'ont d'influence que sur les conditions de stabilité. 

Quant au second théoréme, c'est à dire au principe de l'échange des 
stabilités, il subsiste encore en ce qui concerne la stabilité séculaire dont 
les conditions ne sont pas non plus changées par la force centrifuge 
composée. 

Il subsiste méme en ce qui concerne la stabilité ordinaire, mais 
seulement à la condition qu'un seul des coéfficients de stabilité s'annule 
à la fois. Nous avons vu en effet qu'il ne peut y avoir méme stabilité 
ordinaire quand un seul coëfficient de stabilité (ou plus généralement un 
nombre impair de ces coéfficients) est positif et les autres négatifs. 


§ 8. Fonctions de Lame. 


Aprés ces longs prolégomenes, j'arrive à l'objet principal de ce travail. 

Nous nous occupons de déterminer la forme d'équilibre d'une masse 
fluide homogene dont toutes les molécules s’attirent d’après la loi de 
NewrTon et qui est animée d'un mouvement de rotation uniforme autour 
de l'axe des z. Si nous ne nous occupons que des conditions d'équilibre 
en laissant de cóté la question de stabilité, nous n'avons pas à tenir 
compte de la force contrifuge composée, et nous pouvons traiter le 
probléme comme s'il s'agissait de l'équilibre absolu d'une masse fluide 
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soumise seulement à l'attraction newtonienne et à la force centrifuge or- 
dinaire. 


Nous connaissons déjà plusieurs séries linéaires réelles de figures 
d'équilibre, ce sont les ellipsoides de révolution et les ellipsoides de Ja- 
cost La figure de ces ellipsoides dépend de la vitesse angulaire de ro- 
tation w qui jouera ici le même rôle que jouait le paramètre y dans les 
paragraphes 2, 3 et 4. 

Nous pouvons, sans restreindre la généralité, imposer à notre masse 
fluide certaines liaisons. L'axe de révolution que nous avons pris pour 
axe des z, peut étre regardé comme fixe. Nous regarderons également 
comme fixe le centre de gravité de la masse. Cela ne suffit pas encore 
pour notre objet; si lon se bornait là en effet, on pourrait faire tourner 
lellipsoide de Jacosr d'un angle quelconque autour de laxe des z sans 
que l'équilibre cesse. On aurait donc pour chaque valeur de c une in- 
finité d'ellipsoides à trois axes inégaux qui satisferaient à la question. 
Afin d'éviter cette circonstance, qui sans pouvoir causer de véritables 
difficultés, nous génerait dans l'exposition, nous assujettirons notre systeme 
à une liaison de plus, en supposant que le plan des zz soit un des trois 
plans principaux .d'inertie. Il résultera de cette hypothèse que si un 
ellipsoide à trois axes inégaux satisfait à la question, ses trois axes 
d’inertie seront les trois axes de coordonnées, et de plus le méme el- 
lipsoide satisfera encore à la question quand on l'aura fait tourner de 
90° autour de l'axe des z. 


Dans ces conditions, voici les résultats bien connus de la discussion 
des équations d'équilibre. 

Quand c* croit depuis o jusqu'à 47 X 0,093, il y. a quatre ellipsoides 
qui satisfont à la question, à savoir deux ellipsoides de révolution et deux 
ellipsoides de JaAconr Ces deux derniers ne différent l'un de l'autre que 
par leur position, et on passe de l'un à l'autre par une rotation de 90° 
autour de laxe des z. | 

Pour e»! = 4z X 0,093, les deux ellipsoides de JAconr se confondent 
entre eux et avec un des deux ellipsoides de révolution que nous appel. 
lerons l'ellipsoide E. 

Quand «^ croit de 47 X 0,093 à 4z X 0,112, il y a deux ellipsoides 
de révolution qui satisfont à la question. | 
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Pour o^ = 4zX0,112 les deux ellipsoides de revolution se con- 
fondent en un seul E. | 

Pour ©” > 4zX0,112, il n'y a plus d'ellipsoide satisfaisant à la 
question. 

Pour parler le langage des premiers paragraphes, il y a quatre 
séries linéaires de figures réelles d'équilibre depuis w? = o, jusqu'à 


©’ = 47.0,09; il n'y en a plus que deux depuis w? = 47.0,09 jusqu'à 
©’ = 47.0,11, et il ny en a plus du tout à partir de cette derniére 
valeur. | 


L'ellipsoide E’ est une forme limite puisque, en faisant croitre c, 
on voit les deux ellipsoides réels de révolution se confondre avec E’ 
pour devenir ensuite imaginaires. 

L'ellipsoide E est à la fois une forme de bifurcation, (puisqu'il ap- 
partient à la fois à la série des ellipsoides de révolution et à la série 
des ellipsoides de JAconr) et une forme limite, (puisque, en faisant eroitre 
o', on voit les deux ellipsoides réels de Jacosr se confondre avec E 
pour devenir ensuite imaginaires. 


Outre les ellipsoides, on sait qu'il existe des figures annulaires 
d'équilibre, dont nous avons parlé dans le paragraphe 5. Nous nous 
proposons de rechercher s'il existe en outre dés séries linéaires de figures 
convexes d'équilibre non ellipsoidales. Pour cela nous chercherons à re- 
connaitre si parmi les ellipsoides de révolution et ceux de Jaconr il ya 
des formes de bifurcation. 

Pour arriver à ce. résultat, il faut caleuler les coéfficients, de stabilité 
de ces ellipsoides et rechercher dans quels cas ils sannulent. On verra 
plus loin que ces coéfficients dépendent des fonctions de LAMÉ, mais nous 
allons d'abord rappeler les résultats si remarquables des travaux de LAME 
et de LiouvILLE au sujet de ces fonctions. | 


Nous emploierons dans ce qui va suivre les notations de LIOUVILLE 
dans ses lettres à Bracurr (Journal de mathématiques pures et 
appliquées, 1° série, T. XI, 1846). Rappelons ces notations. 

On donne à l'équation de l'ellipsoide considéré lu forme: 

2 2 
tan Mi 


x? 
EC 
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et on définit la position d'un point sur cet ellipsoide par les deux autres 
coordonnées elliptiques u et v. 

Une fonction de Lame d'ordre n est une fonction R de l’une des 
4 formes: 


H > it R = ve? — ei R P Ve a CE, 
Ri. Vp? NA b?y(o* 2583, s 


(ou P, désigne un polynôme de degré n en p) et satisfaisant à l'équation 
différentielle: 
2 


(1) (p^ — Pp? — e) e (ap! = V — ep T= [nu + 1)p?— BIR 


(B étant une constante convenablement choisie). 

Avant d'aller plus loin, indiquons quelles sont les diverses formes 
quil peut étre utile de opis à l'équation (1). 

Nous poserons: 


pom ETE. p m PIS 
"n = pT, FR is = p, T, = pip, U, = pp, U, — PP, U,. 


e 
L'équation peut alors se mettre sous la forme générale: 


(1°) (c* + po? + q) A (ao^ + Do = (Ho’ + K)V 





Dans cette équation générale, o représente l’une des variables p, p, 
ou p,, et V l’une des sept fonctions E, T ou U. On a d'ailleurs: 


Y= 2; H = n(n + 1), siV = À 
H = n(n + 1) — 2, ay us 
a = 6, H = n(n + 1) — 2, si PU: 


a 


| 
= 


D’autre part: 
p = — (b? + c?, g ane gr np 
p = 2b’ — c’, q = — (e — db’), sap, 


p = 2c? — D’, dc le b, Big = p,. 


 ———PP 
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D'ailleurs: 


B = p — 20, sy = 7 ao — p etc. 


Enfin on trouve: 


K — — B, siV=R, o=p 
mcn e NT a, 
K = — (B— 9), 4V—U,ece-—p 
K — —[B--n(n-- 1))?], siV=R, o=p, etc. 


Pour achever de définir la fonction R, nous supposerons: 
E 
Hm. =, pour p = co. 


A chaque fonction R correspondent deux fonctions M et N que l'on 
obtient en changeant dans R, o, yp*— b* et yp*— c? en p, Ya —* et 
vc?— p?, en ce qui concerne M, et en v, Vb? — 2°, /c* — ? en ce qui 
concerne N. 

A chaque fonction R correspondra en outre une fonction S de p 
définie par l'équation: 





f ! 
S— (m )R [ 3 Ss 
U E Np N 
p 
et satisfaisant comme R à l'équation (1). 
LiovvinLE pose de plus: 
] P h 1 I 


ONE) Vo — BX p?— ce) via! — ppt — v) 


. 
, 


P est la distance du centre de l'ellipsoide au plan tangent. 
LiovvinLE trouve ainsi les équations suivantes: 


(2) "UM'N'dw _ 4zRS8MN 
4 A or Se 1 
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Dans cette équation (2) on considère deux points de l’ellipsoide ayant 
pour coordonnées elliptiques o, p, » et o, y’ et v’; M, N et / sont les 
fonctions définies plus haut de p et de »; M', N’ et I’ sont les fonctions 
correspondantes de y’ et de v'; A est la distance des deux points p, v 
et w, v; dw’ est un élément de la surface de l’ellipsoïde ayant ‘pour 
centre le point yp’, v’ et l'intégrale est étendue à tous les éléments do’ 
de l'ellipsoide. | 
LIOUVILLE trouve encore: 


(3) [J| 'MNM, N,do = o 


ou dw est un élément de l'ellipsoide; 7, M, N, M, et N, les fonctions 
définies plus haut des coordonnées p et » du centre de cet élément. M 
et N sont deux fonctions de LAME conjuguées; M, et N, sont deux autres 
fonctions de LAMÉ également conjuguées, mais qui doivent étre différentes 
des premieres. ; 

LiovviLLE démontre de plus que la fonction R est constamment 
positive et croissante quand p varie depuis + c jusqu'à + oo. Pour 
les valeurs o — 0, p — +b, p — +c, une des deux fonctions R ou 


WN doit s'annuler. 


Il me reste à parler des équations qui déterminent la constante P. 

Cherchons quelle est la condition pour que l'équation (1^) soit satisfaite 
par un polynôme de degré À, (où A— », 8 V — RB; oun —1sgV — T; 
ou n—2 & V = U). 

Posons à cet effet: 


V—o + po? + pot +... + po. 


Nous prendrons A= 2x si À est pair et A= 2x + 1 si À est impair. 
Nous trouverons alors en substituant ce polynôme à la place de V dans 
l'équation (1^) et identifiant les deux membres: 
Pris, + AY — kn + 907.1 0 
0 = (A— 2i— 2)A— 2i + a — 3) — H 
(4) 8 (420;1,9, ..., X) | 
"<= p(k —2i)(A— zii +) 


0 = (A— 2i + 2)(4 — 2i + 1) 
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L'équation (4) est une sorte de relation de récurrence qui permet 
de caleuler de proche en proche les coéfficients 7, en partant des valeurs 
initiales 7, = I, r., = o. On trouve ainsi 7; sous la forme d'un polynôme 
de degré i en k. Comme on doit avoir 7,,, = o, la valeur de k (et par 
conséquent celle de B) se trouve donnée par une équation algébrique de 
degré x + 1. 

Nous avons vu plus haut que la fonction À peut prendre l’une des 
quatre formes 


R = P,, R= \°—bP, 
R= Vp? ec? P, à, R= Vie? — b*)( p” REED pire 


A ces quatre formes correspondront quatre équations en B qui seront 
respectivement de degré 














" x : n n t n 
2 ? 20 2 x 2 
sin est pair, et de degré 
n +I n +I ^ + I nu — I 
, , et 
2 2 2 2 


si n est impair et que jappellerai pour abréger (E,), (E,), (E,) et (E,). 
Pour former lune de ces quatre équations, on formera l'équation (1’) 
de facon que la fonction V doive étre un polynóme entier et on en 
déduira les équations (4) correspondantes. Il est à remarquer que cha- 
cune de ces quatre équations peut étre ainsi construite de trois manicres 
différentes. En effet, pour chacune de ces quatre formes de la fonction 
R on peut écrire l'équation (1) de trois manières différentes, selon 
que l'on choisit pour variable indépendante p, p, ou p,. 

LAMÉ a démontré que ces quatre équations (E) ont toutes leurs 
racines réelles. LIOUVILLE, en rappelant ce résultat, ajoute que la mé- 
thode de Srurm y aurait conduit plus rapidement. Comme il ne donne 
pas d'autre détail, il ne sera peut-être pas inutile d’éclaircir sa pensée 
par quelques explications. 

Si on revient aux équations (4), on verra que le coéfficient ® y 
est toujours négatif et le coéfficient 6 toujours positif. Si done on 
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suppose que q soit négatif, les fonctions y, qui sont, comme on l'a vu, des 
polynómes entiers de degré i en B, jouissent de la propriété caractéristique 
des fonctions de Sturm, c'est à dire que, quand 7; s'annule, y;,, et Yı-ı 
sont de signes contraires. On voit de plus que si le coéfficient de # 
dans 7, est positif, le coéfficient de A'*' dans 7;,, sera négatif et réci- 
proquement. On peut done appliquer le raisonnement de Srurm à la 
suite: 
Yx+19 Jus ces foo p fo 


Mais on peut toujours supposer que g est négatif; il suffit pour cela de 
prendre o, pour variable indépendante. C’est ainsi que la méthode de 
SruRM est applicable aux équations qui nous occupent. 

D'ailleurs, si q est négatif, et si l'on élimine les y entre les équa- 
tions (4) par le moyen d'un déterminant, l'équation (I7) ainsi obtenue 
aura la méme forme que »l'équation en S» que l'on rencontre quand on 
recherche les axes principaux d'une surface du 2^ ordre. 

Voici une autre démonstration du méme théoréme, que je crois 


* 


nouvelle et qui pourra nous ¢tre utile. 
Dans le cas de 5? = c?, on a ainsi que Liouvizze l’a montré: 


d In (n + 1) = Pe (i0, 1,9, 0) 


(p? me c?y dit (p? — ce)" 
pa il) se Ate el T ATE 
2n(2n — I)... m —it+ 1) doit? 


Dans le cas de 5? = o, on a: 
D = i^c? (t= 0p 1 Dim) 


2n(2n — 1) ... (n —4$ + 1) dpi*" 


Ainsi pour 5? = c? les racines des équations E,' et E, sont: 

n(n + 1)c, [n(n + 1) — 4]c?, ete, ^ [n(n + 1) — 4k? Je’, Qe») 

et celles des équations E, et E, sont: 

[n(m + 1) — ı]e?, [n(n + 1) — 9]e, ete, [nn + 1) — (2k + 1)*Je*, 
(2k + 1 € n). 
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Ainsi si l'on envisage seulement les équations E, et E, par exemple, 
les racines de ces deux équations seront toutes réelles et se sépareront 
mutuellement. — 

Faisons varier 5b? d'une manière continue depuis sa limite supérieure 
c^ jusqu'à sa limite inférieure o. Les racines des deux équations E, et 
E, varieront d'une maniére continue. Pour qu'elles cessassent d'étre toutes 
réelles, il faudrait que deux racines de E, ou deux racines de E, devins- 
sent égales. Mais pour que cela füt possible, il faudrait d'abord que les 
racines des deux équations cessassent de se séparer mutuellement. Pour 
qu'elles cessassent de se séparer, il faudrait que l'une des racines de E, 
devint égale à une des racines de E,. 

Or je dis que cela est impossible. Soit en effet B une racine que 
nous supposons appartenir à la fois à E, et à E, et envisageons l'équa- 
tion (1) correspondante. 

Cette equation admettra deux integrales, l'une de la forme P,, 
l'autre de la forme yp!— c?P, ,. Soient R et R, ces deux intégrales. 
On peut former une équation linéaire du 3° ordre, à coefficients rationnels 
et admettant pour intégrales les carrés des intégrales de (1). Un systeme 
fondamental d'intégrales sera: 

R’, RR, et Bj. 


Cette équation admettrait done comme integrales deux polynömes entiers 
I? et Æ essentiellement distincts. 

Mais l'équation (1) admet, outre l'intégrale A, l'intégrale S définie 
plus haut et qui est telle que: 


limsSa" ^ £^» pour p = co. 


L'équation du 3"* ordre dont nous venons de parler admettra donc comme 
systeme fondamental d'intégrales: 


Bee ort 


Si nous convenons de dire qu'une fonction F de p est de degré p en p 
si le rapport de F à po" tend vers une limite finie quand p croit indé- 
finiment, il résulte de ce qui précède que les trois intégrales R*, RS et 
S* sont respectivement de degré 2», — 1 et —(2 + 2). Une intégrale 
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quelconque de l'équation du 3"* ordre sera une combinaison linéaire de 
R’, RS et S^; elle sera donc, à moins d'étre identiquement nulle, de l'un 
des trois degrés 2n, — 1 et — (2m + 2). 

Or R’— Ri qui est une de ces intégrales, ne peut être ni de degré 
— 1, ni de degré — (2n + 2) puisque c'est un polynôme entier; ni de 
degré 2n, puisque le premier terme de A est o" de même que le pre- 
mier terme de AR}, de sorte que les termes de degré 2» disparaissent 
dans AR? — Rj. Il faut donc que: 

ID—H-—o 

ou 


R — R, 


ce qui est impossible et contraire aux hypotheses faites plus haut. Nous 
devons done conclure que les racines des équations E, et E, sont toutes 
réelles et se séparent mutuellement, quelle que soit la valeur de 0’. 
Cela va nous permettre de distinguer les unes des autres les diverses 
fonctions R. 
Nous écrirons: 
RO 


n, i* 


L'indice supérieur k sera égal à 1, 2, 3 ou 4 selon que R sera de la 
forme 


1» ou vp — i T ou Vp" — 05 n—19? ou vCo* te b*)(p* FEX c" TII 


L'indice » indiquera le degré de la fonction À, enfin l'indice à devra être 
choisi de telle sorte que R,, se réduise a: 


A (p? ty c?)? pit (p? Nd c? 


pour 6? — c^, A désignant un coëfficient constant dont on trouvera plus 
haut la valeur, et le signe D'*” exprimant qu'on doit effectuer i + * 
différentiations par rapport à p. 
On voit aisément d'après ce qui précède que la fonction RW, est 
parfaitement déterminée. Pour 6? = o on trouve: 
i 


RY, = Alpi + e) Dio} + ey 


où / a une valeur que nous allons déterminer. 
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On voit aisément que i est pair si k = 1 ou 4 et impair si k = 2 
ou 3; tandis que 7 est de méme parité que », si k — 1 ou 2 et de parité 
différente si k = 3 ou 4. De plus, pour une méme valeur de k, les 
valeurs de j devront croître quand celles de ; décroitront. On a done: 


BR b OÙ 5, jn 
BLUE == 2. Ome i+y=—=n+ 1. 


Nous pouvons déduire de la quelques propriétés des fonctions R. 
Combien l'équation: 


ho RY, = 0 


n,i 


(ou le premier membre est supposé débarrassé du facteur radical y/o? — 3°, 
Vp? — c? et J(p* — b?)(p* —c*), qu'il pourrait contenir, ainsi que du facteur 
p sil y a lieu) aura-t-elle de racines réelles et, comment ces racines 
seront elles distribuées? Nous prendrons pour inconnue p? et non pas-p. 
Faisons d'abord 5? = c". On verra que l'équation admettra £ racines 
égales à c^ et y racines comprises entre o et c’. 

Si nous faisons ensuite 5? = o, on verra que l'équation admettra 
€ racines égales à o et 7’ comprises entre o et c. 

Les valeurs des nombres £, 7, & et 7 nous seront données par le 
tableau suivant, où la premiere colonne donne la valeur de 4, la seconde 
le reste de » à 2 et les quatre autres les valeurs des quatre nombres: 


, 


$— 26, n—1t — 29, J — 26, n — j — m. 


I OF QUOD VO O: 
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Ce tableau montre que l'on a toujours: 


Qu'arrive-tl maintenant pour les valeurs de D? comprises entre o 
et c^? Pour une pareille valeur, l'équation ne peut avoir de racine 
a. 


s'annulaient à 
dp 


multiple, car si pour une certaine valeur de p, R et 


*R 
—— dans l'équation (1) devrait étre nul égale- 


la fois, le coéfficient de = 


ment, ce qui entrainerait: 


D'autre part aucune des racines de l'équation ne peut étre égale à o, 
à b’ ou à c^; car si l'on forme l'équation déterminante de l'équation (1) 
pour les points p = +b, p = +c, on trouve que les racines de cette 


, . , . I . , 
equation déterminante sont o et ds D'ailleurs, comme on a supposé 


qu'on enlevait dans l'équation (5) le facteur p sil sy trouvait, il ne 
pourrait arriver quil y restat ensuite, que sil y entrait au carré avant 
qu'on ne lett enlevé. Or nous venons de voir que cela ne peut étre. 

On doit donc conclure que lorsque 0? decroit depuis c? jusqu'à o, 
. l'équation (5) aura €, racines réelles entre o et 5? et y, racines réelles 
entre b’ et c* et que ces deux nombres &, et y, demeureront invariables. 

Pour b? = c?, il arrivera que les y, racines comprises entre 5? et c? 
deviendront égales à c^; on pourrait supposer aussi qu'un certain nombre 
de racines d'abord imaginaires, ou non comprises entre b? et c? tendent 
aussi vers c? quand 5* tend vers c?, de sorte qu'on aura: 


7, € 6: 


Quant aux &, racines comprises entre o et 0’, elles resteront com- 
prises entre o et c’; on pourrait supposer toutefois que quelques unes 
d'entre elles se réduisent à c^; on aura donc 


& 23. 


Supposons maintenant que 0’ tende vers o; il arrivera que les £, racines 
et peut-être d'autres tendront vers o, et que les 7, racines, comprises 
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entre ces mémes limites, quelques unes d'entre elles pouvant se réduire 


à o. On aura done: 
sg, M 2%: 


Mais si d'autre part on observe que l'on a 
E= 7%", C= 7 
on verra qu'on doit avoir constamment 
in o dpi i nama: He gni à 


Il en résulte que l'équation (5) a toujours toutes ses racines réelles et 
comprises entre o et c^; quant au nombre de racines comprises entre o 
et 5^, ou.entre b’ et c^, il est donné par le tableau précédent. 

Si par exemple n est pair, l'équation 


RETO 


n —4 





aura racines comprises entre o et b* et > comprises entre b* et c^. ' 


Je ne veux pas, pour le moment du moins, m'étendre plus long- 
temps sur les propriétés générales des fonctions de LAMÉ; je me bornerai 
à rappeler les deux résultats suivants qui sont bien connus. 

En premier lieu, B est toujours compris entre o et n(n + 1)c”. 

En second lieu, une fonction quelconque de p et de », pour les 
valeurs de » comprises entre o et 5? et pour celles de- comprises entre 
b* et c^, peut toujours être développée en une série de la forme: 


X A, MN, 


ou A, désigne un coëfficient constant, pendant que M, et N, désignent 
deux fonctions de LAMÉ conjuguées de p ct de v. 


$ 9. Détermination des coéfficients de stabilité. 


Considérons un ellipsoide fluide et homogéne en équilibre sous l'action 
de l'attraction newtonienne et de la force centrifuge. Supposons qu'il 





' Ces résultats ont été donnés par M. KLEIN, qui y a été conduit par des con- 


sidérations un peu différentes. 
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subsiste une déformation infiniment petite, sans que son volume change 
et cherchons à évaluer le travail des forces qui agissent sur le corps 
pendant cette déformation infiniment petite. Soit: 


lellipseide envisagé et soient p et » les coordonnées elliptiques qui dé- 
finissent la position d'un point sur cette surface. Soit ¢ la distance de 
lellipsoide à la surface déformée comptée sur la normale à l’ellipsoide; 
soit g la résultante de l'attraction et de la force centrifuge en un point 
de la surface de l'ellipsoide à l'état d'équilibre; cette résultante est comme 
on sait normale à l'ellipsoide. Soit enfin dw un élément quelconque de 
la surface de lellipsoide. Pendant la déformation, une molécule quel- 
conque peut être regardée comme soumise à trois forces: à l'attraction 
de l'ellipsoide supposé fixe, à l'attraction du bourrelet infinitésimal formé 
par la différence entre la surface déformée et l'ellipsoide, et à la force 
centrifuge. Si nous considérons un point matériel queleonque de masse 
I et que nous appelions A sa distance à un élément quelconque dm’ de 
la masse de l'ellipsoide et r sa distance à l'axe des 2; si nous posons: ! 


dm’ o? y? 
a rnt 


la variation de V mesurera précisément le travail des forces agissant sur 
ce point matériel et dues à l'attraction de lellipsoide et à la force cen- 
trifuge, en laissant de côté l'attraction du bourrelet dont nous venons 
de parler. | 

Il résulte des hypothéses faites, que sur toute la surface de l'ellipsoide, 
la fonction V a une valeur constante que nous appellerons V,. Si au 
lieu d'un point situé sur l'ellipsoide, nous envisageons un point M infini- 
ment voisin de cette surface, nous abaisserons du point M sur l'ellipsoide 
une normale MM’ de longueur infiniment petite À. La valeur de la 


[FG Se 1111 1 —— 7 


' On remarquera que je désigne par w la vitesse de rotation et par dw un élément 
de l'ellipsoide; par /: une des coordonnées elliptiques et par dy: un élément du bourrelet. 
Il n'en peut résulter aucune confusion, puisque les différentielles de w et de 2 n'entrent 
pas dans le ealeul. 


Sur léquilibre d'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation. 313 


fonction g au point M, sera précisément aussi la valeur de la dérivée de 
la fonction V, estimée suivant la normale. On aura donc au point M, 
en négligeant les infiniment petits du 2° ordre 


y — V, — gà. 


Quelle est maintenant l'énergie potentielle totale de la masse fluide 
déformée?  L'énergie due à l'attraction seule aura pour expression 


I dm dm’ 
2 E 


dm et dm' étant deux éléments quelconques de la masse fluide et A la 
distance de ces deux éléments. L’énergie due à la force centrifuge sera: 


73 9 
e 

ji — r?dm 
2 


r étant la distance de l'élément dm à laxe des z. Le double de l'énergie 
potentielle totale sera done: 


pp aus [= tan "dm . 


J'appellerai W, la valeur de W dans l’état d'équilibre, c'est à dire 
quand la figure de la masse fluide se réduit à lellipsoide. 

. Mais nous devons distinguer parmi les éléments de la masse fluide, 
les éléments de l'ellipsoide que j'appellerai dm et dm’, et les éléments du 
bourrelet que j'appellerai du et dy’. Parmi ces éléments, il y en aura 
de négatifs, puisque, le volume ne changeant pas pendant la déformation, 


on doit avoir: 
f du = o. 


On a donc 


aw — ff mm + ff E E + fJ % dpdy 


+ f o» "dm + f o "dp. 


3W, - ff mom + for "dm 
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ce qui peut s’ecrire: 


> m dm’ du dp dp 
2W = 217, +2 ff ^ + for + ([ E 


ou puisque: 





dm’ or? 
laity) peeing 





on aura: 
dpi du 
2W — 2W, + 2f Van + es. 


Considérons un élément quelconque dw de la surface de l'ellipsoide. 
Menons par les divers points de cet élément des normales à l'ellipsoide. 
Nous aurons ainsi déterminé une sorte de cylindre infiniment délié et dans 
lequel nous découperons une tranche infiniment mince en le coupant par 
deux plans situés à des distances À et À + dA du centre de l'élément dw 
et parallèles au plan de cet élément. Si À est compris entre o et €, la 
tranche ainsi découpée dans ce cylindre appartiendra à notre bourrelet; 
ce sera un de nos éléments du, de sorte que nous pourrons écrire: 


du = dido. 
Nous écrirons de méme: 


dp! = dXdo'’. 


Nous aurons donc pour trouver l'expression de W à calculer les deux 


intégrales: 
[Vado et ff eee oe 


Mais A étant trés petit, on a comme on a vu 
V=V,—ga 


ce qui donne pour la premiére intégrale: 


f Van — f pad. 


Ee, 
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Le premier terme est nul; le second peut s’ecrire 


E44 eu 
0 


— f s£ao. 


Il reste à calculer la seconde intégrale. Nous remarquerons que A 


ou bien: 


et A étant trés petits, on peut considérer A comme représentant non pas 
la distance des éléments du et dy’, mais celle des éléments dw et dw’ 
qui en diffère trés peu. A est alors indépendant de A et de X et l'on 


peut écrire: 
dudg —— do d /i di fax es deo dot 
he A. 4s E» A 


I] reste donc finalement: 


da deed 
W = Ww, — ; f s&do + ; [| eS Hd 


» 








Avant d'aller plus loin, il faut caleuler g. La force g peut étre 
décomposée en trois composantes dirigées suivant les trois axes des x, des 
y et des z. La composante parallele à laxe des æ par exemple, est 
parallele à la coordonnée x du point d'application. De méme pour les 
deux autres composantes. 

Si done on appelle a, 5, 7 les cosinus directeurs de la normale et 
k, k', k" trois constantes, on aura: 


ga = ka, gp = Ky, gy = Ka. 


Mais l'équation de l'ellipsoide est 





a? 
EP 
P? 
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ce qui donne: 











y 2 
RE DO P p? p y^ EA , 
P= EN HONOR ae IR à à 
sala sion 
p (0? Eur" pe)? (p° ze = co 
On a donc: 
D enr M ues em 
Wim P Ear P = P . 


Si nous reprenons les notations du paragraphe precedent et que nous 
ecrivions: 
P 
E o 
px(p* — b^) (p* — c?) 





il viendra 
K 
P 
K étant une nouvelle constante ne dépendant que de p, b et c. 
Il reste à déterminer cette constante. Pour cela il suffit de calculer 
l'expression de g à l'extrémité de l'axe des 2; dans ce cas, g se réduit a 
lattraction de l'ellipsoide et peut s'écrire: 


a 
yr aal are u°du 
- RN CUN C ame: REE Ms Re ee di ioc a SE Sec 
4 0 vp Ve c | vLe? aids c? + (e^ xx b*) uw” | [p” = c? + c'u*] 
0 
D'ailleurs ou trouve aisément: 
I 


ERR TTE 
Vp (p — V 


Il vient done, par une transformation simple de l'intégrale: 


: dt 
gl = 4r(p? — c* | — 
(2 A (t? UE c?) y we b ye aM C ) 
p 
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La fonction /5*— c est une fonction de LAMÉ que nous appellerons R,; 
c'est d'ailleurs la fonction que nous avions désignée dans le paragraphe 
précédent par la notation plus compliquée: 


(3) 
L1 : 


Nous chercherons à éviter les triples indices toutes les fois qu'ils ne seront 
pas nécessaires et nous rangerons les fonctions de LAMÉ dans un ordre 
queleonque; nous les appellerons: 


EE. C Ree 


Nous poserons donc: 





R, = qp* — e. 


Si d'autre part, nous envisageons la fonction S, conjuguée de R,, nous 
aurons: 


oo 


I" dr 1 
S E 2 o2 LENIN Mo o. a ] 
UNUM Y J (@ — yf — BY — c*) 


p 





On a done à l'extrémité de laxe des z 
Ue > 
gl — —zHh, o 
3 
et comme nous avons vu plus haut que gl est une constante, nous pourrons 
conclure que gl conserve cette valeur sur toute la surface de l'ellipsoide. 


~ Développons maintenant 3 qui est une fonction de y et de » en une 


serie convergente de la forme suivante: 
ZAM;N, 


A, étant des constantes et M,, N; des fonctions de Lame. Cela est 
toujours possible, comme nous l'avons dit à la fin du paragraphe précé- 
dent. Nous aurons donc: | 


= X3 AUM,N, 
et de méme: 


C= Z'AVIEN, 
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On tire de là: 
D Sven + L AAPMNM,N, 
ou: 
[95 te = I À [ado x MN; + I 4,4, f gi'do M, N,M,N, 


ou: 


Js do = io 


Si l'on observe que: 





LS AAËTRS, [MN M N, do. 





yt IM,N,M,N,dw = o 
il reste: 


I lo = * zR,S, ZA! f LM? Nido. 


On trouve d'autre part: 


Kdodo' er WM,N,M,N .dodo' 
ll RS Y44 ff A 


les deux indices i et k pouvant étre égaux ou différents. Mais on a: 








UM, Nida’ NS Ax Si MiNi 
A is 2n + 1 í 
On a donc 


dodo nn 
= y. AA; [EN MN do x LE 7 


/ 
Si à est différent de k, on aura: 


f M, NM, N,do = o. 


C de dw' = Si 
{fF u YA n IM2NHo x FEN 


Tl reste donc: 
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On arrive donc finalement à l'expression suivante pour W: 








4 EE AT 2 RS, RS: T?N2 ) 
W = W, — 2 ya | ( 3 — =) Nido; 


n est bien entendu le degré de la fonction de Lame £A. 
Nous pouvons considérer la forme de la surface déformée comme 
définie par les coéfficients A,. Les coéfficients de stabilité seront alors: 


— AT [ES -— zen) LM? Nido. 





3 2n + I 


U 


Pour qu'un des ellipsoides puisse étre une forme de bifurcation, il faut 
que l'un de ces coéfficients s'annule, c'est à dire que l'on ait: 


R, S, R; S; 


3 an E 





=O 


pour lune des fonctions R,. 

- D'après cela, il y a un des coëfficients qui est toujours nul, c'est 
celui qui correspond à à — 1. Cela était aisé à prévoir. En effet on 
peut déplacer l'ellipsoide parallélement à lui-méme et parallélement à 
laxe de révolution sans changer l'état d'équilibre. Si l'on imprime ainsi 
à l’ellipsoïde un mouvement de translation infiniment petit et parallele à 
laxe des z, et si l'on appelle £ la distance des deux ellipsoides infiniment 
voisins comptée suivant la normale, on a en négligeant les infiniment petits 
du 2° ordre: 


f= A,M,N, 


A, étant une constante. Comme les deux ellipsoides sont des surfaces 
d'équilibre, il faut done bien que le coéfficient de stabilité qui correspond 
à i— 1 sannule. Y a-t-il des cas où d'autres coëfficients de stabilité 
sannulent? c'est ce que nous examinerons dans les paragraphes suivants. 

On peut arriver à l'équation (1) par une autre voie un peu plus 
simple et que j'aurais méme préférée si je ne me réservais d'examiner 
plus loin la question de stabilité. 

Supposons que l'on ajoute à l'attraction newtonienne et à la force . 
centrifuge qui agissent sur la masse fluide, des forces perturbatrices quel- 
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conques, mais trés petites. La masse fluide prendra alors une forme 
d'équilibre trés peu différente de l'ellipsoide. Cette forme sera unique si 
aucun des coëfficients de stabilité ne s'annule; elle sera mal déterminée 
en général, si l'un de ces coéfficients est nul. 

Nous reprendrons les mémes notations que plus haut et nous dé- 
finirons la surface d'équilibre déformée par la valeur de C que nous 
développerons en série comme précédemment: 


£= ZAIM,N, 


les A, 


1 


étant des coéfficients infiniment petits quil s'agit de déterminer 
pour définir la nouvelle forme d'équilibre. Soit comme plus haut V le 
potentiel du à l'attraction de l'ellipsoide et à la force centrifuge, v le 
potentiel dû à l'attraetion du bourrelet, v' le potentiel dû aux forces 
perturbatrices. On devra avoir sur toute la nouvelle surface d'équilibre: 


(2) V + v + v = const. 
Mais on a, puisque C est infiniment. petit: 


V-—V,-7 


ET Cdo' 
jen T 2» 


A étant la distance d'un point quelconque du bourrelet au point envisagé 
de la nouvelle surface libre; mais comme € est infiniment petit, on peut 
remplacer ces deux points par leurs projéctions sur l'ellipsoide. A est 
alors la distance de deux points de l'ellipsoide et on a: 


i - ^ud : 1 A, R; S; M, Ni 


et de plus: 








Nous pouvons écrire d'ailleurs: " 
v= 2. Hi M,N, 


les D, étant des coëfficients très petits que l'on peut regarder comme 


A Ati ^ r ‘ ^ : c 
Sur léquilibre d'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation. Sek 


donnés. L'équation (2) pourra alors s'écrire, en remplaçant g et € par 
leurs valeurs: 


A, R; S; M; Ni 


Ar = 
—FR,S, LA MN, + any ee 


+ >» B,M,N, = const. 


Nous identifierons dans les deux membres les coéfficients de M,N, et il 
viendra: 





Ces équations détermineront complètement les coëfficients A, et par 
conséquent la nouvelle forme d'équilibre, à moins qu'on n'ait: 


(1) Betis 27: DIE 
3 2n + I 


C'est done là aussi la condition pour que l'un des coéfficients de 
stabilité s'annule. 


8 10. Discussion de l'équation fondamentale. 


Nous avons maintenant à rechercher si l'équation 


(1) Binde 2: 
3 an. cbr. 


ou o^ est l’inconnue admet des racines comprises entre + c? et +c. 
Parlons d'abord de léquation plus générale: 


(2) p R8 RS; 


n et m étant les degrés des fonctions R, et R,. Le premier membre F 
tend vers o quand p croit indéfiniment, car les fonctions R,S, et RS, 


sont de degré — 1 en p, comme on l'a vu dans le paragraphe précédent. 
Si R, et R, contiennent en facteur y5* — ce’, F s’annule encore pour 
p^ == 6”. 
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On a d'ailleurs: 


P HO S; I R? Si I 
hà | H,2m 41 B? BR, 2n EL. 





Les racines de l'équation: 





(3) 


qui sont supérieures à c* sont les mêmes que celles de l'équation (2); en 
effet R, peut sannuler pour 9° = c^, mais jamais pour Eam 

Si nous voulons séparer les racines de l'équation (3), il suffit d'appli- 
quer le théorème de Roxie et d'écrire que la dérivée du premier membre 
de (3) est nulle. On obtient ainsi l'équation: 


d S, nid S; S; d hj; 
dpo(2m + 1), Ii; dp (2n + 1) Rh; (2n + 1) R; dp Fi; 


Mais on a, d'aprés la définition méme des fonctions S: 


d S, == ji 
dp (21m + 1) Ft, 22 (pp? — b*)(p? — c*) 











d S; ah T^ 
dp (2n + 1) Rh; 5i Bao — bo — 0). 





Il reste donc: 
S; d R? 
(2n + :)HR;dp li; " 

. je R; . * . 

ce qui exprime que le rapport „- passe par un maximum ou minimum, 
k 

car S, ne peut s'annuler. 

Nous pouvons done énoncer le résultat suivant: 

Les racines de l'équation (2) supérieures à c^, en laissant de côté la 
racine c? si elle existe, sont séparées par les racines de l'équation: 


d s 
do Hp * 


c2 
bo 
co 
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' ce qui peut encore s’ecrire: 


(4) RjR,— RR, = o 
oU 2 
gums 045 pec 
ae. 
p 


Cherchons maintenant à séparer les racines de l'équation (4) elle- 
méme. Pour cela annulons la dérivée du 1° membre par rapport à e. 
Il’ viendra: 


(5) RhyR,— RVR, = 0 
ou 
22 d’R; 
R; — i Lan 


Mais l'équation (1) di paragraphe 8 peut s'écrire: 
Ri = [n(n + 1)9° — BR, 
en ce qui concerne À,, et 
In = [m(m + 1)p* — BR, 


en ce qui concerne R,. L’equation (5) devient ainsi, en supprimant le 
facteur R.R, qui ne peut s’annuler pour les valeurs supérieures à c*: 
ITUR P 


(6) [n(n + 1) — m(m + 1)]p* — B, + B, = o. 


I] est clair qu'une pareille équation ne peut avoir qu'une racine 
supérieure à c”. . L'équation (4) aura donc au plus deux racines égales 
ou supérieures à c", et l'équation (2) aura au plus trois racines supérieures 
à c^ (sans y comprendre la racine c^ si elle existe, mais en y comprenant 
la racine ©). 


. or . * p... ‘ € R; 
Si l'équation (4) n'a aucune racine supérieure à c^, le rapport = 
le 


est toujours croissant ou toujours décroissant quand p° croit de c^ à co. 
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Supposons par exemple qu'il soit toujours croissant. On aura alors: 


d R? 
dp RE =» 
d’ou: 
d P 
dp Re =D 
; 
lexpression —, est done toujours décroissante et comme elle tend vers o 


Ri 
pour 9 = co, elle doit toujours étre positive. On a donc: 


di x. 


Revenons en particulier à l'équation (1) et supposons: 





Ki, = fe, = ae. 


Supposons d'abord que R, contienne en facteur y5*— c*, nous pourrons 
écrire: 


B, = e. P, Jp? — e? 
g étant un facteur qui pourra être 
p» pvp! — ou Yp—b! 
et P; étant un polynôme entier en p*. L'équation: 
P;,=0 


n'est autre chose que l'équation (5) du paragraphe 8, débarrassée des 
facteurs que nous sommes convenus de lui enlever. Nous avons vu que 
cette équation a toutes ses racines réelles et qu'elles sont comprises entre 
o et c?. L'équation 





aura donc aussi toutes ses racines réelles et comprises entre o et c^; d’où 
il résulte que, o^ croissant de c? a + co, P, sera constamment croissant. 
Il en est de méme de o et de J/5* —)»? et par conséquent de @ et de 


Sur léquilibre d'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation. 325 


Il en résulte que si À, contient y5*— c* en facteur, l'équation (1) n'a 
aucune racine supérieure à c? et que son premier membre est toujours 
positif. 

Supposons maintenant que A, ne contienne pas yp*— c? en facteur. 


: I ne 
Quand » est tres grand, on peut regarder — comme un infiniment petit 
P 


du 1* ordre. On a alors en négligeant les infiniment petits du 2° ordre: 





RS, vc RS; m Um 
p 
d'ou: 
RS, um RS; er I ( ha 3» 5. ) ee 
3 2n + I pP \3 2n + I 


Le premier membre de (1) est donc toujours positif, à moins que » ne 
soit égal à I. 

Pour o* = c’, R,S, sannule et par hypothèse R,S, ne s'annule pas; 
le premier membre est donc négatif. Ainsi la substitution de 9° = c? 
et d'une valeur de o? positive et trés grande, donne des résultats de signe 
contraire; le nombre des racines de l'équation (1) supérieures à c* et finies 
sera donc impair. 

. Or nous avons vu que le nombre.des racines supérieures à c? était 
au plus égal à 3, en y comprenant la racine o? = co; si on ne tient pas 
compte de cette racine, le nombre des racines sera au plus égal à 2; et 
comme il doit étre impair, il faut quil soit égal à r. 

Nous avons laissé de côté le cas où n — 1 auquel correspondent 
deux fonctions AZ, à savoir: 


Ii; — p, R, = Vp? — bt. 
Il est aisé de voir que quand p croit depuis c? jusqu'à + ©, les rapports: 


p p* —b’ 
Ww Tee vp — c? 

vont toujours en décroissant. On doit done conclure que l'équation (1) 

n'a aucune racine finie et plus grande que c^, et que son premier membre 


est toujours négatif, 
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Voici donc en résumé quel est le nombre des racines de l'équation 
(1) finies et supérieures à c*: 


HR. 


U 


divisible par y/o? — c*; pas de racine; 1" membre positif, 


R, non divisible par Ye — ec’; n > 1; une racine, 

R, non divisible par yp? —c?; n — 1; pas de racine; 1" membre négatif. 

Renenons maintenant au cas général, et cessons de supposer que 
R, = R,; quarrive-til alors de l'équation (2)? 

Soit d'abord n > m, et supposons que A, soit divisible par \/o?— e? 
et que :R, ne le soit pas. On voit alors tout de suite que F est positif 
pour o? — c? et pour o^ trés grand et positif. L'équation (2) n'a done 
pas de racine finie et supérieure à c^, ou bien elle en a deux. Quant 


2 


^-— € et mfin pour p= O05 "ONE 


Ri. 
au rapport R, il est nul pour p 


done croissant pour les valeurs de 5? très peu supérieures à c? et pour 
les valeurs trés grandes. ^ Donc dans les cas où l'équation (2) a deux 


*. . . n A 945 . R; . 
racines, il doit en étre de méme de l'équation (4) et le rapport E. doit 
'k 


presenter un maximum et un minimum. 
Supposons maintenant que A, soit divisible par yp?— ce? sans que A, 


le soit.. - Alors pour: o" — €^, on^a: 


Bo 9 
* p? positif et trés grand 
pour o' positif et tres granc 
Jd $205 
il y a done un nombre impair de racines, et comme ce nombre ne peut 
dépasser 2, il faut qu'il soit égal à r. 


Supposons maintenant que À, et Z solent tous deux divisibles par 


vo? —c* ou ne le soierit ni l'un ni l'autre; on aura alors pour p* = c*: 


R'R, — RE =o. 


Il est possible que cette méme équation (4) puisse avoir une autre racine 
supérieure à c?, mais elle n'en peut avoir qu'une. Pour qu'elle en ait 
une, il faut d'abord que l'équation (6) en ait une, c'est à dire que: 


* 
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Cette condition est d'ailleurs suffisante. Si cette condition est remplie 
l’equation (2) pourra avoir une racine. Dans le cas contraire elle n'en 
aura aucune. D'ailleurs il en est encore de méme si, la condition (7) 
n'étant pas remplie, À, est divisible par y5*— c? sans que AR, le soit. 

Dans le cas de » =m, quil nous reste à examiner, l'équation (6) 
qui se réduit à 


-B,— B, = 0 


ne peut avoir aucune racine. L’équation (4) ne peut done en avoir qu'une 
et l’équation (2) en aura également une au plus. 

Si de plus R, et R, sont tous deux divisibles par y/o? — c*, ou ne le 
sont ni l'un ni l'autre, le premier membre de (4) sannule pour p* = c* 
et ne peut avoir d'autre racine. L'équation (2) n'en a done aucune. 

Si R, est divisible par Vo®— ce? et que À, ne le soit pas, il peut y 
avoir O ou une racine. Il n'y en a pas si i est plus petit que 1 pour 
p positif et trés grand. Il y en a une dans le cas contraire; car alors 
pour les valeurs trés grandes de o, F est négatif, et pour 9° = c^, on 


voit aisément que F est positif. 
En résumé on a 


HR! À: mom.» EB, div. R, non div. O ou 2 racines 

B #2" TR hon dv. | B, div: I racine 

8r o eae sie dt, et R, div. O ou I racine 

s n:m AR, et R, non div. O ou I racine 
y E en Hp div. R, non diy. O ou I racine 

sl n=m -R, non div. R, div. O ou I racine 

Bl $»-—.m,. BR, div. R, div. O racine 

& n=m  R;non div. RE, non div. O racine. 
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| § 11. Ellipsoides de révolution. 


Parmi les ellipsoides aplatis de révolution qui sont des figures d'équi- 
libre de notre masse fluide, y en a-t-il qui sont des figures de bifurcation? 

Pour étudier ces ellipsoides nous prendrons pour variable indépen- 
dante J/5*— c que nous appellerons k à l'exemple de Liouvinte et non 
plus o,, afin d'éviter l'indice 2. Nous prendrons e pour unité de longueur, 
de telle sorte que c? = 1. On aura alors: 


j 
2 


R,, = A(k? + 1) D*^(E? + 1)" 
ou 
Vy meg. -oDILo N 


A étant une constante et D un indice de dérivation par rapport à f. 
A une méme fonction: 


j 
(1) A(k? + 1) DRE + 1)" 
correspondent en général deux fonctions de Lame distinctes, à savoir: 


2 


: ev uum si 7 + n est pair 


n—j,m 
et : 


diu Li, Gb. thay aoe si 7 + n est impair. 


A chaque fonction (1) correspondront done deux coéfficients de stabilité 
que jappellerai pour abréger: 


DB, 


Jon 


ath. U, 


jen” 


Il y a exception quand 7 = o. Dans ce cas en effet, à une fonction (1) 
ne correspond qu'une seule fonction de LAmE, AR), sin est pair et R,, 
si m est impair, et par conséquent ne correspond qu'un seul coéfficient 
de stabilité. 

Quand on fait croitre w depuis o jusqu'à une certaine valeur c, , on 
trouve comme figures d'équilibre deux ellipsoides de révolution qui se 
confondent pour «» = «c, et disparaissent pour w > c. A chaque valeur 
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de «o <.w, correspondent donc deux valeurs de %k et il est aisé de voir 
que pour w — O, ces deux valeurs sont k — o et k — co. Pour o — o, 
ces deux valeurs se confondent en une seule k,. Il y a donc deux séries 
linéaires Z et Y' de formes d’equilibre réelles, la série Y comprenant les 
ellipsoides tels que k — k,, et la série X,, les ellipsoïdes tels que k > k,. 
. L’ellipsoïde k =k, est une forme limite. 

Si l'on fait varier k depuis o jusqu'à + co, on voit l'ellipsoide, 
d'abord infiniment aplati, se rapprocher ensuite indéfiniment de la sphére. 
En méme temps © croit d'abord de o à «c, et décroit ensuite de w, à o. 

Si en suivant la série Y ou la série X,, on voit un des coéfficients 
de stabilité changer de signe, l'ellipsoide correspondant sera une forme de 
bifurcation. Les deux coéfficients de stabilité D, , et C,, que je viens 
de définir sont toujours égaux entre eux. Quelle est la condition pour 
que ces coéfficients s'annulent?  L'équation 

Bp 0 


I, N 


n'est autre chose que l'équation (1) du paragraphe précédent. D'aprés la 
discussion de ce paragraphe, on voit que le coéfficient D, , s'annulera 
o ? Jn 
pour une certaine valeur de k, si 7 + n est pair et si » est plus grand 
que r, et ne s'annulera jamais si cette condition n'est pas remplie. Cette 
méme discussion montre que ce coéfficient change de signe en s’annulant. 
Done l'ellipsoide correspondant est de bifurcation. 
Ainsi à tout systeme de nombres 7 et n tels que: 


(2) J z n (mod 2), 5 1 


correspond une valeur de & qui annule deux coefficients de stabilité et 
par conséquent un ellipsoide de bifurcation. 
Il y a exception pour le systéme: 


A medii uz 


to 


L'ellipsoide correspondant est l'ellipsoide & = w,, k =k, dont nous avons 
| 0? 0 
parlé plus haut. C’est une forme limite et non une forme de bifurcation. 


Un autre systeme intéressant est le suivant: 


Sie 2, "noo 
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L'ellipsoide correspondant est celui qui appartient à la fois à la série des 
ellipsoides de révolution et à celle des ellipsoides de JACOBI. 

Soient deux nombres j et » quelconques, satisfaisant aux conditions 
(2); soit K,, la valeur de % qui annule le coëfficient B, , et 9,, la valeur 
de w correspondante. | 

Faisons maintenant 


: de GT, VUE 


= étant une quantité infiniment petite; à cette valeur de c correspondront 
deux formes d'équilibre, un ellipsoide de révolution E et une figure ® 
trés peu différente. Etudions de plus prés cette figure d. Nous définirons 
cette figure de la façon suivante: Menons à l'ellipsoide E une normale 
queleonque. Nous définirons le point de lellipsoide qui est le pied de 
cette normale par deux coordonnées @ et ji 9 Sera langle formé par le 
plan qui passe par le point considéré et laxe des z avec le plan des 
az, et p sera la deuxiéme coordonnée elliptique comprise entre 0^ — 0 
et c? — 1. Je prendrai sur cette normale une longueur & La position 
d'un point dans l'espace sera ainsi définie par les trois coordonnées 6, p et e, 
et c'est dans ce systeme de coordonnées que je vais écrire l'équation 
de la figure 9. Au systeme de nombres 7 et ” correspondent deux fone- 
tions de LAMÉ ainsi qu'on l'a vu: 


1 ov 3 2 ou 4 
Rh, —Jj,n et Reins, n 


\ 


auxquelles il faut adjoindre leurs conjuguées: 


J1 ou à 2 ou 4 
M et 1 n+1—j,” 


n-—-j,n 


(3) 
1 3 2 4 
NS 7 n et n cgi n 
Les deux fonctions M sont égales entre elles et s’obtiennent en remplaçant 
dans la fonction R correspondante, k par Ji —„’ et les deux fonctions N 
sont égales, l'une à cog je, l'autre à ‘sin je. 
L'équation de la figure @ pourra alors s'écrire: 


E=TUA MN, + A,M,N,) 


en négligeant les infiniment petits du 2° ordre (s étant du 1° ordre). : 
Dans cette équation / a le méme sens que dans le § 8; M,, N,, M, et N 


e 
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sont les fonctions (3); A, et A, sont deux constantes infiniment petites 
du 1* ordre et dont le rapport est arbitraire. 
Posons: 


A, = 0 cos À, A, = Osind 


0 étant une constante infiniment petite dépendante de e, et A étant une 
constante arbitraire; il viendra, en remplacant M,, N,, M, et N, par 
leurs valeurs: 


(4) | £— Hcos(je — })M 


la fonction M s'obtenant comme je lai dit plus haut. 
Si l'équation (4) était l'équation exacte de la figure ®, cette équation 
prouverait que la figure 4 jouirait des symétries suivantes: 
1, Si /—o, la figure @ serait de révolution autour de l'axe des z. 
2°. Si j n'est pas nul, la figure ® ne changerait pas quand on la 


27 
. 


ferait tourner autour de l'axe des z d'un angle —; elle admettrait 7 plans 
J 





de symétrie passant par l'axe des z, de facon que l'angle diedre de deux 
251! « , . en CT 
de ces plans de symétrie consécutifs soit =. 
J 


3°. Comme j + ^ est toujours pair, le plan des zy serait aussi un 
plan de symétrie. 

4°. Enfin si j est pair, l'axe des z serait un axe de symétrie, et 
lorigine un centre de symétrie. 

Mais l'équation (4) n'est qu'une équation approximative de la figure 
®. Pour l’etablir nous avons négligé les infiniment petits du 2° ordre; 
de sorte qu'on peut se demander si ces diverses symetries subsisteront 
encore quand on étudiera l'équation exacte de la figure et qu'on tiendr: 
compte des termes d'ordre supérieur. La réponse à cette question doit 
étre affirmative. 

Pour s'en assurer, voici quel artifice on doit employer. Supposons 
qu'on introduise dans le système des liaisons auxiliaires et qu'on assujettisse 
la masse fluide à présenter les symétries que nous venons d'énumérer. 
Je dis que, méme avec ces liaisons supplémentaires, l'ellipsoide qui corres- 
pond à la valeur X,, de k et à la valeur @,, de « sera encore une 


forme de bifurcation. 
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En effet nous avons vu au $ 9 qu'une surface trés peu différente 
de cet ellipsoide peut étre définie par la distance ¢ d'un point de cette 
surface à l'ellipsoide (comptée sur la normale à l'ellipsoide) et que cette 
distance & elle-méme est donnée en fonction des coordonnées elliptiques 
sous la forme d'une série convergente 


E = pos Ayu, 


M, et N, étant des fonctions de Lams, de telle sorte que la surface en 
question sera déterminée par la connaissance des coëfficients A,. Nous 
avons vu ensuite dans le méme paragraphe que l'énergie potentielle totale 
W pouvait sécrire, en négligeant les cubes des coéfficients JA,: 


(5) W — W, + ZA 


les B, étant les coéfficients de stabilité; de plus, avons-nous dit, pour que 
l'ellipseide soit une figure de bifurcation, il faut et il suffit que Tun des 
D, sannule. | 

Qu’arrive-t-il maintenant quand on introduit des liaisons dans le 
systeme? 

Supposons d'abord qu'on assujettisse la masse fluide à étre de révolu- 
tion autour de laxe des z et symétrique par rapport au plan des xy. 
Comment ces conditions s'exprimeront-elles analytiquement? Elles signifie- - 
ront que tous les coéfficients A, sont assujettis à étre nuls, sauf ceux qui 
correspondent à une fonction M, dont les nombres caractéristiques 7, et 


n, satisfassent à la condition: 


J, =; n, = 0 (mod 2). 


Que faut-il maintenant pour que l'ellipsoide soit de bifurcation quand 
on envisage l'équilibre d'une masse fluide assujettie à ces liaisons? Il 
suffit que dans l'expression (5), le coëfficient B, de l'un des termes A} 
qui ne sont pas assujettis à étre nuls, change de signe. 

Nous avons supposé que pour l'ellipsoide k= K;,, le coëfficient de 
stabilité défini par les deux nombres 7 et n gannulait; si nous avons: 


jm D n = o (mod 2) 


ce coëfficient de stabilité est un de ceux qui multiplient un terme À, 
non assujetti par les liaisons à ¢tre nul. 


‘ 
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Si done on envisage l'équilibre du système soumis aux liaisons que 
eo 
nous venons d'énumérer, l'ellipsoide k= K,, sera encore une figure de 
bifurcation. Pour la valeur de 


Oa Qo à + e 


on aura done deux formes d'équilibre du systeme à liaisons, à savoir un 
ellipsoide et une figure @’ trés peu différente. 

La figure $', à cause des liaisons mêmes auxquelles elle est supposée 
assujettie, sera de révolution et symétrique par rapport au plan des zy. 
Mais par suite de la nature méme de ces liaisons, la figure ©’ qui est 
en équilibre en tenant compte des liaisons, restera en équilibre quand on 
les supprimera. Ce ne peut donc être que la figure ® elle méme qui se 
trouve ainsi être de révolution quand j est nul. 

Supposons maintenant que / ne soit pas nul. 

Assujettissons le systéme aux liaisons suivantes; la masse devra 
admettre pour plans de symétrie le plan des zy et les / plans: 


(h=0, 1, 2, ...,—1) 


Ces conditions traduites analytiquement signifient que tous les coéfficients 
A, 


M, dont les nombres caractéristiques 7, et n, satisfont à la condition: 


sont assujettis à être nuls, sauf ceux qui correspondent à une fonction 


J, z o (mod J), ÀJ, FA = o (mod 2). 


De plus nous avons vu que parmi les fonctions N, les unes sont de 
la forme cosjg et les autres de la forme sinje; les coëfficients de ces 
dernières seront tous assujettis à étre nuls. 

Pour que l'ellipsoide soit de bifurcation quand on considère l'équilibre 
d'une masse soumise à ces liaisons, il faut et il suffit qu'on voie s'annuler 
lun des coéfficients de stabilité B, qui multiplie un terme 4; que les 
liaisons n'assujettissent pas à étre nul. 

Pour l'ellipsoide k= K; ,, les deux coéfficients de stabilité définis par 
les deux nombres / et n s'annulent; or lun d'entre eux multiplie un 
terme A, que les liaisons n'obligent pas à s'annuler. 
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Done, méme dans le systéme à liaisons, lellipsoide A,, sera une 
forme de bifurcation. Si l'on fait: 


o=—% ,+e 


on aura deux formes d'équilibre du systéme à liaisons, à savoir un 
ellipsoide et une figure ® trés peu différente. 

La figure ®, en vertu de ses liaisons mémes, aura 7 + 1 plans de 
symétrie. Mais ces liaisons sont de telle nature que l'équilibre de la 
figure ® subsistera quand on les supprimera. La figure d’ n'est donc 
autre chose que la figure 4 elle-méme qui doit ainsi avoir J +.1 plans 
de symétrie. 7 

Je vais maintenant expliquer pourquoi les liaisons, dont il vient 
d'étre question, sont telles que si une masse fluide est en équilibre en 
tenant compte de ces liaisons, l'équilibre subsistera encore quand on les 
supprimera. | 

Pour simplifier l'exposition, je supposerai un seul plan de symétrie 
P qui pourra étre, soit le plan des zy, soit un plan passant par l'axe 
des 2. | 

La condition d'équilibre de la masse fluide supposée libre, c'est que 
le potentiel V, du à l'action de. toutes les forces qui agissent sur une 
"molécule du fluide, soit constant sur toute la surface libre. 

Si on assujettit la masse fluide à étre symétrique par rapport au 
plan P, cette condition se trouve un peu modifiée. Soit V le potentiel 
en un point queleonque de la surface libre, V’ le potentiel en un autre 
point de cette surface, symétrique du premier par rapport au plan P; 
la nouvelle condition d'équilibre sera: 


V + V' = const. 


Supposons que cette condition soit remplie et que la masse fluide se 
trouve en équilibre sous l'action des forces extérieures et des liaisons, et 
soit par conséquent symétrique par rapport au plan P. Si les forces 
extérieures se réduisent à l'attraction et à la force centrifuge, elles seront 
clles-mémes symétriques par rapport au plan P et on aura par conséquent: 


Vs i 


"aw pm 
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d'ou l’on déduit 


V — const. 


Cette condition montre que l'équilibre subsistera encore quand on suppri- 
mera les liaisons. 


Cy i Fs. D. 


Il résulte de cette discussion que les symétries que nous avions été 
conduits à attribuer à la surface 4, en partant de l'équation (4) qui 
n'était qu'approximative, lui appartiennent rigoureusement, méme quand 
on tient compte des termes d'ordre supérieur qui entrent dans son équa- 
tion exacte. | 

Nous allons nous occuper maintenant de démontrer un résultat qui 
nous sera utile dans la suite. 

. Si k est positif et trés grand, l'ellipsoide est trés voisin de la sphére 
et tous les coéfficients de stabilité sont négatifs. Si l'on fait décroitre k, 
il arrivera un moment où un ou deux de ces coëfficients s'annuleront. 
Quel sera le premier de ces coéfficients qui changera ainsi de signe? Je 
dis que ce sera celui qui correspond aux nombres: | 


Appelons en effet R, la fonction de Lame correspondante et S, sa 
conjuguée. Nous aurons: 


A ER +1: 


Soit maintenant À, une autre fonction de Lame et S, sa conjuguée. Nous 
aurons: 


Jj 
2 


R, = A(k? + 1)? D/** (4? + 1)" 








A étant une constante. Nous supposerons que / + » est pair, sans quoi 
le coëfficient correspondant à Z ne sannulerait jamais. 
Il s'agit de démontrer que la racine K,, de l'équation 


272 


3 5 


RS, RS 
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est plus grande que la racine K; , de l'équation: 


RS. RS, 


3 Jh Hin 








Pour cela il suffit de démontrer que l'expression: 


RB," CURISI 
5 2n + I x 








est toujours positive, ou bien encore que le quotient: 


R, 

est toujours croissant. | 

Nous distinguerons trois cas. 

1°. Supposons d'abord 7 > 1. 

Il vient alors: 

R. FAR 

R === A(k* 4-1) * D/*^(k? = 1». 
'2 


j—2 


A est une constante positive; (k? + 1) * se réduit à 1 ou est toujours 
croissant; enfin le dernier facteur JD/*"(k* + 1)" est un polynôme entier 
en k dont tous les coéfficients sont positifs et est par conséquent toujours 


croissant. 


GQ). FE 


2°. Supposons maintenant j — 0; 4 — 2p. 
Il vient alors 
By, DC + ijs 
je (k* 41) C 


La dérivée logarithmique du 1% nombre est donc 


Do? + opm 2k 


DP (kc? + 1)?» k?+ı' 








Je veux démontrer qu'elle est positive, c'est à dire. que 


F = (k? + 1)D?+'— 2kD” > 0 


LE” ^35 * . 2 
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ou D" et D'"*' désignent les dérivées d'ordre 2p et 2p + 1 de (k? + 1)”. 
On trouve: 





2 
(k? + 1} I Su PILE a (q —0, 1,2, ..., 2p) 


d'ou: 





2p |2 
Br >= apres kay? (q=P, P+1 2p) 
q | 2p =P; >. 2 
Nous écrirons pour abréger: 


Dr LA qt 
et il viendra: 
E = (k*-pi1)àXA2q — 2p)k — ok Ak”. 
Le coéfficient de 
| ae ae aa 


dans F sera donc 
(29 — 2p — 2)A, + (24 — 2p + 2)A, 4). 


Pour que 7 soit toujours positif, il suffit que tous ces coéfficients soient 


positifs. Or comme tous les A, sont positifs, il ne peut y avoir de doute 


que si 2q — 2p — 2 est négatif, c'est à dire pour: 


c5 
La coefficient de 77 devient alors 


24,,1— 24A,. 


P 
. , . ,* " © * . . 
Si nous écrivons qu'il est positif, il viendra: 


4, T A, 
ou bien: 
|2p |2p + 2 |2p |2r 
P+ılr<ıl2 ^ pl» 





ou bien encore: 
(2p + 2)(2p + 1) > I 
2.(p + 1) p 
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ou enfin: 


p(2p t 1)» 1 


ce qui est évident; donc F est toujours positif. 


3°. On peut supposer enfin: 


nu n = 2p +1. 


Il viendra 
a pr Fa pir 
R, Ve+ı + I 


ou en désignant simplement par D* la A* dérivée de (k* + 


BI Gm 
R, kt Vi? + u 
dont la dérivée logarithmique est: 


pe k 
pem Ei 


pour qu'elle soit positive, il faut que 


F — (k? + 1) De* — Det > 0. 


Or on a 





|2p +1 
k* + ere 
( Yu 


d'ou: 


D?»*? — YA, k?1—?r— CPE rai 
|a |2p +1 + 


(q=—=p+i, p+ 2,..., 2p + 1). 


Il vient donc 


lap +1 129 
po ag ap —2 


MINUM NL 


{yee 


j2—20-2 


F = (k? + 1) 2 A, (29 e 2p Myers ae i 3, A Net 


Le coéfficient de 
i242? -1 
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dans F sera donc: 
A, (24 — 2p — 3) + A, (24 — 2p). 
Ce coéfficient ne pourrait étre négatif que si l'on avait: 
20 — ZU + 0 


ce qui ne peut avoir lieu que pour q — p + 1. 
Le coëfficient de F devient alors 


24,42 — 34,41. 
Ecrivons que ce coëfficient est positif, il viendra: 


|2p + 1 |2p +2 |2p + 1 |2p +4 
LE t2 ed à > 
e+1lr [neh 2) p-yit fe 


OU: 
tem (2p + 3)(2p + 4) 
p p+2 
ou: 
p(2p + 3)(2p + 4) — 3(p + 2) >0 
ou: 


4p° + 14p° + 9p —6>0 


inégalité qui est vérifiée méme pour p = 1. 
Done F est encore positif. 


C. Q. F. D. 


Nous devons conclure de cette discussion que si lon fait décroitre k 
depuis + co jusqu'à o, de facon que l'ellipsoide d'abord trés voisin d'une 
sphére s'aplatisse de plus en plus, on rencontrera une infinité d'ellipsoides 
qui appartiendront à d'autres séries linéaires de figures d'équilibre. Le 
premier que l'on rencontrera ainsi sera celui qui appartient à la série 
des ellipsoides de JAcoBr et qui correspond au cas de j — n — 2. 
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§ 12. Ellipsoides de Jacobi. 


Nous allons rechercher maintenant si parmi les ellipsoides de Jacosr 
il y a des formes d'équilibre de bifurcation. 
Nous poserons comme dans le paragraphe précédent: 


poc ence c? — 1 


et nous ferons varier b? depuis o jusqu'à c? — r. 

A chaque valeur de 0^ correspondra une valeur de k, que j'appel- 
lerai H et qui sera telle que l'ellipsoide dont les axes sont kh, Vk? 4- c* — t? 
et Vk? + 1 soit un ellipsoide de JAconr. 


Voyons quelle relation lie 0? à H. 
Parmi les fonctions de Lame du 2" ordre, je citerai la suivante: 


p Vp? — *. 


Nous l'appellerons R,; en effet si on fait b” — o, elle se réduit à &? + 1; 
c'est done bien une des deux fonctions que nous avons appelées À, dans 
le paragraphe précédent et qui se réduisaient toutes deux à k? + 1 pour 
b" — 0; nous réserverons la notation A, à la seule fonction p 49° — >, 
à laquelle correspondront une fonction S, et deux fonctions: 


‘ 


M,— pg 4p =, — NEWER. 


2 


Si l'on fait tourner l'ellipsoide E d'un angle infiniment petit autour de 
laxe des z, de facon a lui faire occuper la position E’; puis que l'on 
appelle € la distance des deux ellipsoides Æ et E' comptée normalement 
à l'un d'eux, on trouvera aisément: 


¢= AN, 


A, etant une constante infiniment petite. 

Mais si l'ellipsoide E est un ellipsoide de JAconr, son équilibre sera 
indifférent et ne sera pas altéré quand on fera tourner la figure d'un 
angle quelconque autour de l'axe des z. L’équilibre subsistera quand 
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on fera varier A, d'une maniére quelconque. Donc le coéfficient de 


stabilité correspondant devra être nul, c'est à dire que l’on devra avoir: 


| | RS,  R,S, 
—— = €) 
(1) : : 








Telle est l'équation qui lie H a )* et qui exprime que l'ellipsoide E est 
un ellipsoide de JAconr. 
| Cela montre qu'à chaque valeur de 5? correspond une valeur de H 
et une seule. Lorsque 5? tend vers c^, cette valeur de // tend vers o. 
On sait en effet que quand « tend vers o, le rapport du petit axe au 
moyen, dans l’ellipsoïde de JacoBr, tend vers l'unité et que le rapport 
du petit axe au grand tend vers o. 

Pour qu'un ellipsoide de JAconr soit de bifurcation, il faut qu'un 
autre de ses coéfficients de stabilité s'annule, ce qui exige que l'on ait: 











(2) ie | m 12-2 == 
n étant l'ordre de la fonction R,. 
L'équation: 


RS, BIS. d 
(3) 3 .. 2n + NX 








aura une racine que j'appellerai K;, pourvu que AZ, ne soit pas divisible 
par yp*— c?. 
Les équations (2) se réduiront done à 


H — K.. 
Pour )* = o, on revient au cas du paragraphe précédent, et on a vu à 
la fin de ce paragraphe que: 


H>K, 


car la plus grande des valeurs de k pour lesquelles un coéfficient de 
stabilité s'annulait, était précisément A, , c'est à dire H. 


Voyons maintenant ce qui se passe pour bd? — c* = 1. 
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La fonction Z5 se réduit à 


h 
3 


A(p? 59 1) 19710: Ca 1)" 
h étant un entier plus petit que ». En particulier R, se réduit à 


J 
2 


(ot ge 


Il résulte de là que si % n'est pas nul, l'équation (3) est satisfaite pour 
p! — 1. Par conséquent pour j? = c’, K, devient nul et égal à H. 
Au contraire si h = o, R, se réduit à 


AD" (o? ra d 


et K, est positif et par conséquent plus grand que H. 

Si donc h est nul, l'équation H = K, est satisfaite au moins une 
fois, et certainement un nombre impair de fois. 

Nous pouvons discuter également l'équation: 


RS, R$, 


(4) 5 ce me 








Ii; 
Nous devons rechercher d'abord dans quels cas le rapport „ est 
2 
toujours croissant. ; 
Si nous laissons de côté comme il convient les fonctions R, divisibles 
par \/p?—c’, la fonction R, peut affecter 4 formes différentes, a savoir: 
Ii, P (0° 538 a, (o^ = a, ) ES (0° RE a) 
Rh, = Pvp? — Vp a, )(0° Tu a) "2 (o TTE 


Bl 4 — 2p et 
Bh, = p(p° Lx a, (o TR a) "^ (p^ x An). 


R, = Vp b*(o? —a,)(o° — à) ... (p? — a,) 


si » —,2p + 1. Les a sont des quantités positives comprises entre O et 
c? et que je suppose rangées dans l'ordre décroissant. 
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Tous les « étant plus petits que c^, tous les facteurs o^ — a seront 
croissants quand jp? croitra de c? à + co. De méme tous les a étant 
positifs, le rapport 

p'—a 


P 


sera constamment croissant. Enfin le rapport: 


2 


pra 
FR 


sera croissant si a est plus grand que J’. 
Dans les quatre cas possibles, nous pourrons écrire: 


HQ — p'—a, p°— a, ; +2 2 
E p Er PIE) 


R, ; 
; R, CE (p bet a, )(0° u) ze ay) 
R; ’—a, 
R, ij Y b* = E: 4) (p° VE &,) 
R; Np © a, 
R =, ea). (o — 9) 


Tous ces facteurs seront croissants si a, est plus grand que 0’, ou bien 
encore si À, est divisible par /p®—b?. Dans ces deux cas le rapport 


Ri . . 
R sera toujours croissant. 
2 


Il suit de là que l'équation (4) ne pourra avoir de racine que si 
R, n'est pas divisible par. y/p* — 5? et a tous ses zéros inférieurs à *. 
Les seules fonctions R, qui satisfassent à ces conditions, sont celles que 
nous avons représentées par la notation A), et qui pour )* = c? = 1 se 


réduisent à 


Ap" (p° — 1)". 
Les équations (2) ne peuvent donc être satisfaites si À, n'est pas égal a 
Ri,,,, et si H, = R,,, nous avons vu qu'elles peuvent toujours l'étre. 
Il resterait à établir qu’elles ne peuvent l'étre que d'une seule 


maniére. - 


= 
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Bien que diverses raisons me fassent penser qu'il en est probable- 
ment ainsi, je n'ai pu encore le démontrer rigoureusement. Il y aurait 
surtout intérét à établir cette proposition en ce qui concerne la plus 
simple de toutes les fonctions À, ,, c'est à dire en ce qui concerne: 


1 


ENCEINTE 
as = sol? — 2(0* + e") + ya ter + ae). 


Il faudrait pour cela des calculs qui seraient sans doute fort longs, mais 
qui ne seraient pas inextricables. 
Soit C, le coéfficient de stabilité qui s'annule quand les équations 








sont satisfaites. 

Supposons que 0? croisse depuis o jusqu'à I; nous verrons tous les 
coéfficients C, s'annuler successivement. 

On peut se demander quel est celui qui s'annule le premier. Je 
vals démontrer que c'est C.. 

Il suffira pour montrer qu'il en est ainsi, d'établir que le rapport 


—* (ou n > p) 
est toujours croissant quand p? croit de c^ à l'infini. 
On le vérifie aisément quand 6? — o et quand »? = c’. 
Supposons maintenant que 5? soit quelconque. Soient D, et D, les 
valeurs de B qui correspondent aux fonctions Aj, et Rl,. Pour que 
le rapport: 
| Ron 


ne füt pas constamment croissant, il faudrait, comme on l'a vu au $ 10 
que l'équation en p? 


d = (n(n + 1)—p(p + 1)» re (B;— Bj) = 0 


eût une racine supérieure à c?. Je dis que cela est impossible. 
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in effet lexpression suivante: 


PEE 1 4Ro,» 





"mta sc T de 
sannule pour 0° = 0? et pour o? — c^; car ces valeurs annulent à la 
.. dRo dh 
fois —"" et —~?. 
de de 


Il faut done que dans l'intervalle compris entre b? et c?, l'expression 


TI 2 pl 
1 @ Hos 1 04 Ro, 


D» Joe ae 0, n Ro, p 
sannule au moins une fois. Or R,,„ et &j,,, ne peuvent s'annuler puis- 
que tous leurs zéros sont inférieurs à 5^. Done 4 devra s'annuler pour 
une valeur de o? comprise entre b? et c^; cette expression, qui est du 
1" degré en o? ne pourra done pas s'annuler pour une valeur o? plus 
grande que c*. 


o. EP D. 


Nous devons done conclure que C, est le premier coéfficient qui 
s'annule. 

Les ellipsoides de JAconr pour lesquels un des coëfficients C, s'annule 
sont des ellipsoides de bifurcation. A chacun de ces coefficients correspond 
done une nouvelle série linéaire de formes d'équilibre. Que savons-nous 
sur les figures qui font partie de ces différentes séries linéaires? 

Soit w, la valeur de la vitesse angulaire pour laquelle le cocfficient 
C, sannule; soit e une quantité infiniment petite. Pour la vitesse an- 
gulaire w, + €, il y aura deux figures d'équilibre possibles, à savoir un 
ellipsoide et une surface S qui en différe infiniment peu et qui a pour 
équation: 


(5) \ ‘4 = 00M, n 2 n * 


Dans cette équation, €, 0 et | ont la même signification que dans le 
? ’ e 
paragraphe précédent, et Mj,, Nj}, sont les fonctions conjuguées de Z5 ,. 
La fonction Mj, ne contient en facteur ni Je? — y? ni yn? — b?; de méme 
0,n \ / Vi d 
la fonction Ni, ne contient en facteur ni y;* — ;* ni yb?—y*. Done & 
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ne change pas quand un de ces quatre radicaux change de signe, c'est 
à dire quand y se change en —— y, ou bien z en — 2. 

Cela veut dire que les plans des wz et des xy sont des plans de 
symétrie de la surface 5. 

Si maintenant n est pair, M,,, No, et par conséquent € ne changent 
pas quand on change y en —y ou » en —»; cela revient à dire que 
€ ne change pas Sand on change z en —- x ou que la surface S est 
symétrique par rapport au plan des yz. 

Cette symétrie n'a pas lieu si n est impair; € se change alors en 
— £ quand x se change en — x. 

Ainsi la surface S admet, si » est pair, les mêmes plans de symétrie 
que l'ellipsoide dont elle dérive, et si » est impair, elle n'est symétrique 
que par rapport aux plans qui sont perpendiculaires au petit axe et à 
l'axe moyen. Dans tous les cas, elle est symétrique par rapport au 
grand axe. 

Ce grand axe n'est pas l'axe de rotation et si n est impair, la surface 
S nest pas symétrique par rapport à laxe de rotation. Il est vrai que 
l'equation (5) sur laquelle nous venons de nous appuyer pour établir 
ces résultats n'est qu'approximative et qu'on y a négligé les quantités de 
l'ordre de 9°. Mais on montrerait par un raisonnement, de tout point 
semblable à celui du paragraphe précédent, que les symétries auxquelles 
nous conduit l'équation approximative (5) subsisteraient encore si on la 
remplacait par l'équation exacte de la surface S. 

Cette surface a done rigoureusement deux plans de symétrie sin est 
impair, et trois si » est pair. 

Parmi les surfaces S, nous distinguerons la surface Y, qui correspond 
au coéfficient de stabilité C,. Quelle est son intersection avec l'ellipsoide 
dont elle dérive? Pour avoir cette courbe, il suffit. d'écrire que € est 
nul, ou que 


M, —'g Ny, =~ 


ce qui donne: / 


"m 26 + e?) — ya — 7e +4 


p. TEE eub ; 


Cette intersection se compose donc de l'ellipse principale, section de l'ellip- 
soide par le plan des yz et de deux lignes de courbure de cet ellipsoide. 
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Cela n'est vrai, bien entendu, qu'approximativement et en négligéant le 
carré de 6. ; 

La figure représente en projection sur l’un des deux plans de sy- 
et lellipsoide dont elle dérive. 


métrie la surface X, 





Le contour apparent de l'ellipsoide est représenté en trait pointillé, le 
contour apparent de X, et l'intersection des deux surfaces en trait plein. 
On a couvert de hachures la portion de la surface XY, qui est vue à 
travers l'ellipsoide. 

On voit d'aprés cette figure comment on passe de l'ellipsoide de 


Jacogı à la surface X. La plus grande portion de la matiere semble 


S. 
se rapprocher de la forme sphérique, tandis que la plus petite portion 
de cette méme matière sort de l'ellipsoide par l'extremité du grand axe, 
comme si elle voulait se séparer de la masse principale. Qu'on me par- 


donne d'employer un langage aussi dépourvu de précision mathématique. 


8 13. Petits mouvements d’un ellipsoide. 


Imaginons d'abord une masse fluide homogene rapportée à des axes 
fixes; et supposons que ses molécules s'attirent suivant la loi de Newron 
et que chacune d'elles soit soumise en outre à une force dont les com- 
posantes suivant les trois axes solent av, Ay et yz. Les coëfficients a, 
B et y devront être choisis de telle sorte que la masse soit en équilibre 
absolu sous la forme de Vellipsoide: 


2 2 


2 y 
POSTE Dr. 5 = I. 
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Supposons maintenant que la masse soit dérangée de cette position d'équi- 
libre, de telle facon que les coordonnées de la molécule (x, y, 2) devien- 
nent x + 02, y + oy, 2+ 02. Nous imaginerons que dx, dy, dz sont 


tels que: 
| Oxdx + dydy + dzdz = de 


soit une différentielle exacte et que: 


Ji de D Deane <n ag 
a dz) er. 02 = = - 


Pour l'équation de continuité, nous devons avoir: 








de sorte que nous pourrons écrire: 
e = LERMN 


les £ étant divers coéfficients constants et À, M, N étant les fonctions 
de LAMÉ. 
Les composantes de la vitesse de la molécule (a, y, 2) sont: 


a di To d'y _ ay 
^ dedt' fbi dy dt’ a 





ve — dzdti 


La demi-force vive T aura alors pour expression: 


I 


sw + v? + w’)dadydz 


l'intégrale étant étendue à tous les éléments du volume de l’ellipsoïde. 

Mais en vertu du theoreme de GREEN, cette intégrale peut étre remplacée 
, g 

par la suivante: 


d 
: ip "s (udydz + vdxdz + wdxdy) 
en tenant compte de l'équation de continuité, ou bien encore: 


I de d'e . 
. 2 dt dtdn "e l 
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Dans cette expression dw désigne un élément quelconque de la superficie 


de l'ellipsoide et TE du est laccroissement de la fonction = quand le 


point correspondant subit un déplacement d» dans une direction normale 
à l'ellipsoide. 








vt d 
Cherchons à évaleur 7. Nous trouverons: 
dt dn 
do _ dé 
= = 3; RUN 
et 
de E dé aR dp 
ae cum ap dp dn’ 
Or on a: 


d eet eee à 
nen 


| ayant la méme signification que dans les paragraphes précédents. 
On en conclut: 


la fonction de Lame M, pouvant étre identique ou non identique à la 
fonction M et la sommation indiquée par le signe & s'étendant à tous 
les systemes de fonctions de Lame M et M, 

Mais si l'on tient compte de l'équation: 





fiMNM,N,do=0,  (MZM) 


il viendra simplement: ” 


T" = : p? [25 82 o Ve" cu b*Xp* — 6") j ar v'ao |. 


Soit maintenant U l'énergie potentielle de la masse fluide dans une 
position quelconque et U, la valeur de cette énergie dans la position 
d'équilibre. Nous avons vu au § 9 que l'on a: 


U — U, — az Y. A’ (s — ; im nd ;) f No. 
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Ici » désigne l'ordre de la fonction À, g est la force normale qui agit 
en un point quelconque de la surface de l'ellipsoide. Enfin on suppose 
que le déplacement d'une molécule quelconque de cette surface, estimé 
normalement à l’ellipsoide a pour expression 


Y AUMN. 
Dans le cas qui nous occupe, ce déplacement est égal à E ou à: 
TL 
= 1 ER RO AME ee SO 
> ceux? "Ee = D aux À 5 Vi — yp — e 
d'ou 


ER DENS 
A Ver See) 
et: 


aR? ‘ 2 A72 
pe He, (0? — bp? —e( 1— LA) f IP No. 





Les équations du mouvement seront: 
ap ar ] av 
dt (S ^. dé 
T 2] 


ce qui donne 





d dionaupyl 3b aig] RS 
(1) Wh = an ed.) 


Cette équation montre, ce que nous savions déjà, que l'équilibre est stable 
pourvu que tous les coéfficients: 





solent positifs, et elle nous apprend en méme temps à calculer les 
périodes des oscillations infiniment petites de notre masse fluide. 

Avant d'aller plus loin, nous allons calculer en restant dans l'hy- 
pothése précédente, le moment de la quantité de mouvement par rapport 
à laxe des z. Nous représenterons ce moment par la lettre AM. 
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Nous aurons: 


dà. 
M = M, + M, = "t + ày)-3; — (r + 0x) 


\ 
ou 





$t d’o 
M, E (v ini — ^37) da dy dz 


p x49 1 de de 
M, = f do Hz t9 dx dydz. 


Le premier terme M, peut se caleuler immédiatement, 
Green donne en effet: 





ra 


M, =a he "f dw (y cosa — x cos) 


doy 
| dx dy dz 


Le théoréme de 


dw désignant toujours un élément de la surface de l'ellipsoide, et cosa, 


cos ff, cosy étant les cosinus directeurs de la normale. 
On trouve alors: 


y cosa — æ cos B = kIM,N, 


ou M, et N, désignent comme dans le paragraphe précédent deux fonc- 


tions de LAME conjuguées: 


pup? — b? et yyb* — y* 


et k un coëfficient dépendant seulement de p et égal à: 


(6 ve? iu Ve? —¢*. 


Si lon appelle £, le coëfficient de R,M,N, dans l'expression de e, 


il reste simplement: 


1 


M = e , faz Nido. 


Caleulons maintenant M,; le théorème de GREEN nous donnera encore: 


M, = | if do ( ; COS Sa — 1f cos). 
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Nous allons nous occuper de calculer le facteur: 


d d 
F — 4, 08a — Gy cos f. 


de 
Nous remarquerons pour cela que si l'on pose avec LiovvILLE: 


P — lo Vo — b* 0° —,.c* 





on a: 
er ARN TAE we pora INE 
ce qui donne: 
£st PETERS b? d 
Ss lp? — c! ez == po Se Sie = 
iy: dy Ve" p? de 


Nous pouvons encore exprimer Æ d'une autre manière. Donnons à x, y 
et z des accroissements : 


1 
OL — — Deu MS 


«€ 
N ^ ds 
X dy = 08S) 08 = O 
b p 


il en résultera pour la fonction ¢ un accroissement de et lon aura: 


og 


Os 


FE — Ip Kot — b*(p* — c?) 


Il importe de remarquer que si le point (#,y, 2) est sur l'ellipsoide, il 
en est de méme du point infiniment voisin (x + àv, y + dy, z+ de). 
Nous allons maintenant utiliser une remarque de LiovviLLE, grace 
à laquelle les fonctions de LAMÉ peuvent étre ramenées aux fonctions 
sphériques. 
Soit e — RIN le produit de trois fonctions de LAMÉ conjuguées 
d'ordre ». Changeons de variables en posant: 


X fu tee Z = —— 
Pp yp — b° Vp) = c 





Si le point (x,9y,2) se trouve sur l'ellipsoide 
24212 P 
2 2 


Z 
y un at 








a? y 
NE = 
P P.I 
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le point correspondant (X, Y, Z) se trouvera sur la sphére: 
X? ib y? + | 


et pour tous les points de cette sphère, la fonction ç sera égale à une 
constante multipliée par une fonction spherique de degré ». Nous pour- 
rons écrire 

ee 


¢ étant un polynôme homogène de degré n en X, Y et Z et satisfaisant 
à l'équation: 
d'p , dy , dy 
axe ae inde 





— Q 


et s étant une fonction de X, Y et Z qui est constante en tous les 
points de la sphére de rayon r. 
Nous aurons d'autre part: 





" dx = y hà Y, 
OX = — = — d$ —— —— = — 68 ——— 
p PP — b*) pup! — b’ 
et de méme: 
X 
OY = ds > dare o 
pvp —b 


On aura dans les mémes conditions: 














lo sa 4 did 5 =. 
Ge, óp — sp — e (0X + Ta¥) y 
dou: 
Og =. € ( T d y x) 
Os pvp? — t dY d X 
et enfin: 


GONE r de r “à 
F — ls vp —a (x t ] IX) 


Il est aisé de vérifier que si d est un polynöme homogene de degré 

n, en v, y et z satisfaisant à l'équation: 
dq deh dh 
dX* ! arı "az 
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il en sera de méme de: 

‚de ; dd 

À a a+ } ax. 
Il en résulte que si g est égal a une constante multipliée par le pro- 
duit de trois fonctions de LAMÉ conjuguées et d'ordre n, F sera de la 
forme suivante: 


F — l(o MN - a MN +...+0,M,N). 


Dans cette expression, a,, %, ..., a, sont des quantités qui restent con- 
stantes sur toute la surface de notre ellipsoide et Mj, Ni; Mj, N;; .. 
M, Ni, sont des systèmes de fonctions de LAMÉ conjuguées et qui sont 
toutes d'ordre mn. 


Nous dirons pour abréger qu'une somme de la forme: 


. 
=) 


MN + 4,M,N, +... + a MN, 


est une somme de Lame d'ordre 5. 
‘Si alors nous avons, comme nous l'avons supposé plus haut: 


pe = LERM,N, 
il viendra: 
F—IZEH, 


H, étant une somme de Lamé de méme ordre que les fonctions R, M, N. 
Ainsi les coëfficients d'une méme indéterminée & seront de méme ordre 
dans l'expression de ¢ et dans celle de F. 

Il vient alors: 


Ed „ de 
M,— | FE do = RES fin, M, No. 


Remarquons que l'intégrale: 
Ji LT, M, N, do 


est nulle si les sommes 77; et M,N, ne sont pas de méme ordre. 
Nous dirons pour abréger que l'indéterminée & est de rang » si les 
fonctions R,, M, et N, sont d'ordre x. 


1 1 


* 


Ex 
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Il résulte de ce qui précède que l'on a: 
M, "- Pare 


les A, étant des coëfficients constants qui sont nuls si les indéterminées 
&; et &, ne sont pas de méme rang. 

Nous ne nous sommes occupés jusqu'ici que des petits mouvements 
absolus d'un ellipsoide rapporté à deux axes fixes. Passons maintenant 
au cas des petits mouvements relatifs d'un ellipsoide fluide rapporté à 
un systeme d'axes mobiles tournant avec une vitesse uniforme « autour 
de l'axe des z. 

Envisageons les équations générales de l'hydrodynamique: 


du du du du dp 
mae ag etd) RE 


die 
où u, v, w désignent les composantes de la vitesse; X, Y, Z les com- 
posantes de la force; p la pression, et ou la densité de fluide est prise 
pour unité. Nous aurons d'ailleurs: 


dV dV dV 
227700, Br: 2wu, a. 
ou V représente le potentiel des forces et où — wv et wu sont les com- 


posantes de la force centrifuge composée. Si nous posons: 


V—p=¢ 


et si nous négligeons le carré de w, v, w en observant que les mouve- 
ments doivent étre trés petits, il viendra: 


du d 
di 4 2U = 2a 


(2) dv » E d 
dt — 2@u = dy 
dw dé 


dt dz 
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avec léquation de continuité: 








du dv dw 
da 33 dy T dz HE 
On en tire aisément: 
d Ag ,d'g 
(3) dp 7c 39 gs 


Cette équation ne suffit pas pour déterminer la fonction d. Il faut pour 
achever de connaitre cette fonction, tenir compte de cette circonstance 
que la pression doit étre nulle sur toute la surface libre. On doit donc 
avolr sur cette surface: 


Q.V. 


Pour pousser plus loin cette analyse, envisageons séparément un des 
mouvements élémentaires dans lesquels on peut décomposer tous les 
petits mouvements de l'ellipsoide. Soient dx, dy, dz les déplacements in- 
finiment petits d'une molécule et écrivons: 


Ou eae eve, oy Le er OZ E PUE 


&, y et C ne dépendant que de x, y et 2. Les équations (2) et (3) de- 
viendront alors: 


à dé, 
— EX + 20i — = 


— yi! + ewilé = i 

















/ 
(4) (9 = e") 
= #47 Er, dé, 
"2 He 
d* d, d* d, 40° d* oh, =; 
de” dy? Ü (1 ous OR I ETES 3 


où d, ne dépend que de x, y et 2. 
Voyons maintenant ce que devient la condition relative A la surface libre. 
Soient cosa, cos, cosy les trois cosinus directeurs de la normale 
en un point de l’ellipsoide et supposons que l'on ait en tous les points 
de cette surface 


& cosa + » cosh + Ccosy = 2: A,IM,N, 
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le second membre étant une série développée suivant les produits M,N, 
de deux fonctions de LAMÉ conjuguées. Une formule du § 9 nous don- 
nera, en tous les points de la surface libre 


= in 9, Bde \y} 
EEE [o — PE) MN. 





L'équation ¢ = V se réduit done a: 


R.S TS 
(5) b= — ar) Al) MM, 


21, + I 





D'autre part les équations (4) nous donnent: 








1 h ld h ^ 
PEEL T dii € 2 
om er A E Rui a At S COEUR > Spe A 
= orem 4 at err x ETIN 
d'ou | 
A(4o* # 
ger, cosa + 7 cos f + €cos7) 























. »[d,eosa | db, cosß ., de, cos m dr „| cosa , dd, cos 2 
= i$ MR avc 1 + (ri) +: iod Sud 3 


. E 
Mais nous avons trouvé plus haut: 








— X 
= *— by —cs 
i p vp VP F 
cos 3 reer M 
B ur p Vp° — b* yp "Ed ges b? 
COS 8. 





r=py po? 3- b* Jo* — o! = — 
l V^ VG p—e 
dou: 
A(40* — À”) 
lpyp* — b*yp* — 


Oo [dd ® dy -y dé, zi 2 | E x me —! | 





36 cosa + x cos ff + fecosy) 
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ou enfin 























dd, «x dd 1 dé Aw? eee 
6 À a: $^ y aa 2) | 
(6) “de 5° Lage = dz V. À / p*? — ec? 
rog = eS na, 
dy p* de p* — b’ pvp! — ena er — ce 5 


Le probleme est donc. ramene à trouver une fonction d, qui satis- 
fasse a la derniere des équations (4) à l'intérieur de l'ellipsoide et aux 
équations (5) et (6) sur la surface de l'ellipsoide. 

Supposons donc d'abord que @ soit nul; la dernière équation (4) se 
réduira à 


Ad, =o 


de sorte que nous satisferons à la fois aux équations (4) et (5) en faisant: 


| rs RS. AR MN: 
ÿ LE any, A, ( 3 TE t.) noe 


Dans cette expression A, est la valeur que prend À, sur la surface de 
l'ellipsoide. E 
De cette expression, on déduira pour tous les points de la surface 











de l'ellipsoide: 
dR, 
dg, ® 


y dj, 2 » (ns ; IS, ) dp 
odi qs —¢" = D A, an ag m E 


de sorte que l'équation (6) se réduit à: 


























a gra > A, [m i) oe MN, m" em Mp TA Sno M, N,. 
3 2n + 1/ pli; py(p? — b*\(p? — c? 


Pour que cette équation soit satisfaite, il faut et il suffit que tous 
les coëfficients A, solent nuls, excepté un que nous appellerons A,, et 
que A satisfasse à l'équation: 





ns I. dk, E m an 
der 55) = vlpi— b Yo! — et) — VR, I 
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On est done ainsi conduit pour les périodes des diverses petites 
oscillations possibles aux mémes valeurs que par l'équation (1). 

Nous allons maintenant supposer que @ n'est pas nul. 

Posons 





40° ; 
fen ede EI. 


/ 


la derniére des équations (4) deviendra: 


dd 


1 


d "di d*d, E^ 











da” “dy* ee 


Quand le point (x, y, 2) décrira l'ellipsoide E qui a pour équation: 








2 2 2 
æ 7 2 
5 ast ee eae GE 
p sns —b p*—c* 
le point (r, y, 2’) décrira l'ellipsoide E’ qui a pour équation: * 
2 D 2,/2 
a y tg 
S Low les ai 
p? Fang LUE 


Nous appellerons R’, JZ’ et N’ les fonctions de Lame formées à l'aide 
de l’ellipsoïde E’, et / la quantité qui joue par rapport à l'ellipsoide E’ 
le méme róle que / joue par rapport à l'ellipsoide E. 

Nous appellerons cosa’, cos f', cosy’ les cosinus directeurs de la nor- 
male en un point de la surface de E’. Nous poserons de méme: 





et, 

P= l'o vC 9" — b°Yp° — c?) 
de méme que l'on a, d'après les notations de LrovvrrrE: 
P = loq(p! — b*y(p* — c"). 


Il viendra alors pour un point de la surface de E’: 


cosa’ = conf ^" y cos 7’ 2 tz 
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d'ou 
dd, v dé, y d ^ TA I dé, , $^ , € ^) 
dé p* ^ dy À at nee pe i Rapp ROR ir e008 y 
dé, « d, y Ld. =, dé. : 
dyp dep—b P e: sit — F008 p) 


Considérons maintenant un point quelconque de l'ellipsoide E ayant 
pour coordonnées elliptiques z et » et pour coordonnées ordinaires x, y 
et 2; considérons ensuite le point correspondant de l'ellipsoide E' ayant 


, . . Z , . . 
pour coordonnées ordinaires x, y et z =~ et pour coordonnées elliptiques 
(8 


p et v' (dans le système dérivé de l'ellipsoide E^. Soit JM; une fonction 
quelconque de LAwÉ de la coordonnée y et N° la fonction conjuguée de 
la coordonnée v. A chaque point de E correspond comme nous l'avons 
vu un point de E' et réciproquement. A chaque systéme de valeurs de 
A et » correspond donc un système de valeurs de p' et » et réciproque- 
ment, de sorte que le produit M;N, qui dépend de yp’ et »' pourra aussi 
être regardé comme fonction de y et v; à ce titre, il pourra être développé 
en une série ordonnée suivant les produits de LAMÉ M,N, dérivés de 
lellipsoide E. On aura done: 


(7) MN; = XB, M,N,. ) 


Nous allons maintenant, à l'aide de la remarque de Lrovvirrg dont 
nous avons déjà fait usage plus haut, montrer que dans le second membre 
de l'identité (7) n'entrent que des fonctions de LAMÉ de méme ordre que M. 

En effet, d'aprés cette remarque de LrovvinLE si l'on pose: 


æ 1 2 2 
X = -, pe Le. Z = —— = = 
y ve? — b* N, Ve 











2 


EX" 
le produit JZ; N° sera sur la sphère: 
X74 VY?4+ 7? —1 


une fonction sphérique de même ordre que AT, et le produit M, N, une 
fonction sphérique de méme ordre que M,. L'identité (7) ne peut done 
subsister que si toutes les fonctions de LAMÉ qui entrent dans le second 


membre sont de méme ordre que MS 
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Ce second membre n'est donc pas une série infinie, mais un polynóme 
formé d'un nombre fini de termes. 

De plus dans ee second membre ne peuvent entrer que des fonctions 
de Lame présentant les mêmes symétries que M}. Si par exemple M; 
est divisible par y/j5— 5%, il devra en être de méme de toutes les fonc- 
tions M,. | | s 

Nous renverserons l'identité (7) en écrivant: 


MN, = X€,, M, N,. 
La fonction ¢, devant satisfaire à la dernière des équations (4) pourra 
s'écrire: 
pte , ’ ’ 
d = 2 D,R, MN, 


les D, étant des coëfficients constants et les R/, M, N, étant des fonc- 
tions de Lame dérivées de l'ellipsoide E. 
A la surface de cet ellipsoide, nous aurons: 





dis DH eM, N, 
en tenant compte de (7), de sorte que l'équation (5) se raménera aux 
équations: 

 /R,8, RS, ; 
(8) Fr ardi ( 3 TER zr) = Bu. B, ,R,. 


On a d'autre part à la surface de E': 








| 1 (dy, ; dg, di, Are di, it. 
e cosa’ + ds cos + cosy) = y Ec M, N;. 
D'autre part il résulte de l'analyse faite plus haut à propos des moments 
des quantités de mouvement que l'on a sur toute la surface de £' 


d(R,M,N,) * — d(R,M,N,) y 


dy m da p'—b* — 21 MN, 


qk 





les J’ étant des constantes et les 7M; et N; des fonctions de LAMÉ de 
méme ordre que M/, mais ne présentant pas les mêmes symétries. Si 
M; contient en facteur yj? — c? il en est de méme de M; et réciproque- 
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ment, mais si M, contient en facteur yj? — 67, M, ne le contiendra pas 
et inversement. 
Nous écrirons en tenant compte de (7) 


IF, MN, = XG,,M,N, 


ce qui donnera enfin: 





, dd, « A d, Yy z n 
dun — duc n XXD,G,.M,N, 


L'équation (6) se ramene alors aux égalités: 


haa I = 1, DB AE + 20i2,D,G, 


pvp! — bp? — ce? 





(9) 


Il s'agit maintenant de disposer de A, des D, et des A, de facon à satis- 
faire aux égalités (8) et (9). 

Or on pourra arriver à ce résultat en supposant d'abord que tous 
les A, et tous les D, sont nuls, sauf ceux qui se rapportent à des fonc- 
tions de LAMÉ d'un certain ordre, d'ordre n par exemple. Il restera alors 
on + 1 équations (8) et 2» + 1 équations (9) entre A, les 2» + 1 coëffi- 
cients A, et les 2n + 1 coëfficients D, qui se rapportent aux fonctions 
de Lamp d'ordre n et qui par KS 00 ne sont pas nuls, d'aprés la 
convention précédente. Cela fait en tout 45» + 2 équations linéaires et 
homogènes par rapport aux 4A + 2 coëfficients A, et D,. 

Si on élimine ces 4» + 2 coéfficients entre ces 4n + 2 équations par 
le moyen d'un déterminant, on obtiendra une équation qui déterminera 
les périodes A des oscillations infiniment petites de l'ellipsoide. Il importe 
de remarquer que À n'entrera pas dans cette équation seulement explicite- 
dR, 
do ? 
dans cette équation dépendent de A. Néanmoins, méme en tenant compte 
de cette circonstance, l'équation est algébrique en A. 

Il y aura une infinité de pareilles équations en A que l'on obtiendra 
en considérant successivement les fonctions de Lamé du 2°, du 3™, ..., 
du «* ordre, ete. Pour la stabilité il faut et il suffit qu'aucune de ces 
équations n'ait de racine imaginaire. 


ment, mais que les coëfficients B,,, G,,, Ri, qui entrent également 
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Ce qu'il faut surtout retenir, c'est que dans un méme systeme d’equa- 
tions (8) et (9) n'entrent que les coéfficients qui se rapportent aux fonctions 
de LAMÉ d'un méme ordre. 

Si done nous écrivons la valeur de 4 relative à une oscillation in- 
finiment petite obtenue en considérant l'une des solutions d'un systeme 
d’équations (8) et (9), on trouvera: 


d 25D. M, N. R;. 


Dans la somme du second membre n'entrent que des fonctions de LAME 
d'un méme ordre, d'ordre # par exemple. Une pareille oscillation infini- 
ment petite sappellera un mouvement harmonique d'ordre n. 

Il résulte de ce qui précède que deux mouvements harmoniques 
d'ordres différents sont indépendants lun de l'autre, cest à dire que l'on 
peut imposer à la masse fluide, comme liaison, la condition de ne pouvoir 
éprouver d'autres déplacements que des mouvements harmoniques d'ordre 
n sans que les 2% + 1 mouvements harmoniques d'ordre » possibles 
Solent altérés. 

Nous pouvons encore énoncer ce résultat d'une autre manière. 

Dans un mouvement harmonique d'ordre », on a sur la surface de 


l'ellipsoïde de E: 
yug AM, 


M, et N, étant des fonctions de LAME d'ordre n et les A, des coëfficients 
constants. Sur la surface de cet ellipsoide, le potentiel V s'exprime donc 
par une somme de Lame d'ordre n. 4 
Imposons-nous donc la liaison suivante: que les déplacements de 
notre masse fluide soient toujours tels que le potentiel s'exprime à la 
surface libre par une somme de Lame d'ordre ». En tenant compte de 
cette liaison, on trouvera que certaines petites oscillations de la masse 
sont possibles. On cherchera tous les systémes d’oscillations possibles en 
supposant que la valeur de V a la surface soit assujettie à ótre une 
somme de LAam& d'ordre 2, 3, ..., %, ..., ad inf; on composera ensuite 
tous ces systemes d'oscillations, d'aprés la regle ordinaire de la composition 
des petits mouvements, et on obtiendra de la sorte tous les petits mouve- 
ments possibles du système, en le supposant délivré de toutes ses liaisons. 
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Mais il y a plus. J’ai dit que dans une méme équation (8) ou dans 
une méme équation (9) ne peuvent entrer que des coéfficients A, et D, 
se rapportant à des fonctions de LAwÉ d'un méme ordre. On peut ajouter 
que dans une méme équation (8) ou dans une méme équation (9) ne 
peuvent entrer que des A, et des D, se rapportant tous à des fonctions 
de LAMÉ qui ont comme facteur Jc? — yp? ou Vc? — 7; ou bien des A, et 
des D, se rapportant tous à des fonctions de LAMÉ qui n'admettent pas 
ce facteur. Si la fonction M, ne contient pas le facteur Je’ — p, le 
produit M,N, est symétrique par rapport au plan des ay; (c'est à dire 
quil ne change pas quand on change z en — 2) il ne l'est pas dans le 
cas contraire. 

Voici quelle est la conséquence de ce fait. Supposons que l'on 
cherche à trouver tous les mouvements harmoniques possibles d'ordre n 
que nous appellerons H. Imposons-nous d'abord la liaison suivante: que 
la valeur superficielle de V soit une -somme de Lame d'ordre n et syme- 
trique par rapport au plan des zy. Nous trouverons qu'en tenant compte 
de cette liaison, il y a certaines oscillations possibles H’. Imposons-nous 
maintenant une autre liaison: que la valeur superficielle de V soit une 
somme de LAMÉ d'ordre » et change de signe avec z. En tenant compte 
de cette liaison, il y aura certaines oscillations possibles H". Si nous 
composons ensuite les oscillations. H’ et H” d’apres la régle ordinaire de 
la composition des petits mouvements, nous aurons tous les mouvements 
H possibles. | 

Ces régles permettent d'envisager séparément les mouvements harmo- 
niques d'ordre n sans tenir compte des mouvements harmoniques d'ordre 
différent qui pourraient exister. simultanément. 

Un cas particulier où les équations (8) et (9) se simplifient consi- 
dérablement, c'est celui ott l'ellipsoide E et par conséquent l'llipsoide J£ 
sont de révolution. Il arrive alors que tous les coëfficients B,,, sont nuls 
quand & est différent de q et que l'on peut prendre: 


B,; = 1; y= Foy: 


ef q 
Une dernière remarque: pour que l'analyse précédente puisse s'appli- 
quer, il faut, à ce que l'on croit d'abord, que l'on ait: 
2 
P —— 
ce 





c* 2 2 
Q« — eX —b 
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ce qui obligerait A à rester compris entre certaines limites. Cependant il 
est aisé de voir que ces résultats subsistent quelle que soit l'hypothése 
faite sur la valeur de À. En effet il semble d'abord que les fonctions 
de Lame Lf’, M' et N’ ne sont définies que lorsque les axes de l'ellipsoide 
E', d'ou elles dérivent, sont réels et si l'axe des z est le petit axe dans 
E' comme dans E. Mais le produit R'M'N' est un polynôme entier en 
v, y et z qui est parfaitement défini dans tous les cas possibles et qui 
jouit toujours des mémes propriétés. 

Si méme À > 2, c'est à dire si z^ est négatif et si l'un des axes 
de E’ devient imaginaire, les résultats de l'analyse précédente subsistent 
encore. 


8 14. Stabilité des ellipsoides. 


Pour reconnaitre si un ellipsoide de révolution ou un ellipsoide de 
JacopI est stable, il faut se reporter au $ 7. D’apres la règle de ce 
paragraphe, qui était soumise, je le rappelle, à certaines restrictions, une 
figure d'équilibre ne peut jouir de la stabilité séculaire qu'à la condition 
que tous les coéfficients de stabilité soient négatifs. Si cette régle était 
applicable sans modifications à l’ellipsoide de JAconr, cette figure n'aurait 
jamais la stabilité séculaire, car un de ses coéfficients de stabilité est 
toujours positif; c'est celui qui se rapporte à la fonction A,. Mais la 
règle du $ 7 n'est applicable, comme nous l'avons vu, que si dans tous 
les mouvements possibles le travail des résistances passives est toujours 
négatif sans pouvoir jamais étre nul. Ce n'est pas le cas si l'on envisage 
une masse fluide isolée dans l'espace, car si une pareille masse se déplace 
sans se déformer, il n'y a pas de résistance passive. Si au contraire ‘la 
rotation de la masse fluide était déterminée par celle d'un axe rigide qui 
la traverserait de part en part et qui l'entrainerait par frottement (comme 
dans les expériences de PLATEAU par exemple), tout déplacement produir- 
ait une résistance passive et l'ellipsoide de JacoBr serait toujours instable. 

Mais ce cas est sans intérêt.  Envisageons donc une masse isolée dans 
lespace et voyons comment doit étre modifiée la regle du § 7. 

Considérons deux systémes d'axes: un systeme fixe et un systeme 
mobile tournant avec une vitesse angulaire constante « autour de laxe 
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des z. Supposons que la masse fluide ait une position d'équilibre relatif : 
dans laquelle elle soit animée d'une vitesse de rotation » par rapport aux 
axes fixes, et par conséquent en repos par rapport aux axes mobiles. 
Soit, dans cette position, J, son moment d'inertie par rapport à laxe des 
z et U, son énergie potentielle par rapport aux axes fixes. Considérons 
maintenant une configuration de la masse fluide voisine de la figure 
d'équilibre et telle que cette masse cesse d'étre en repos par rapport aux 
axes mobiles. Soient, dans cette nouvelle position, I et U les valeurs 
du moment d'inertie et de l'énergie potentielle. Soit T' la demi-force 
vive relative par rapport aux axes mobiles; soit m la masse d'un des 
points du fluide; r sa distance à laxe des 4, et w + dw sa vitesse angu- 
laire autour de cet axe. Les equations de la conservation de l'énergie 
et de la conservation des moments des quantités de mouvement nous 
donneront: 


el wT 


T+ oXmr'óo + + Fei e Died 





ol + 3mr'óo = of 


0 


(h étant une constante qui est trés petite si les déplacements initiaux et 
les vitesses initiales sont tres petits ce que nous supposons) d'où: 





eT ol, 
d pra d U — U, c 3 + h. 
Mais on a: 
I ante 1 (Zi mr do) e (I — TI)? 
[4 pars "29,2 POS eet RO KE Ror 
Ts 3 Imr’do?!> TE I 
d'ou 


tor o (I— Ly 


U—U,— 7 (I— 1) + TA 


B 
1 


Si done on a pour toutes les configurations trés voisines de la figure 
d'équilibre: 


e* o! (I— Ly 


(1). U —U Ll) + > 0, 
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on sera certain que l'équilibre est stable. S'il y a des résistances passives, 
h ne sera pas une constante, mais ira constamment en diminuant; donc 
a fortiori, il y aura encore stabilité si la condition (1) est remplie. Cette 
condition est donc suffisante pour quil y ait stabilité séculaire. 

D'aprés la régle du $ 7, la condition nécessaire et suffisante pour la 
stabilité séculaire était que l'expression 


wl 


füt minimum, cest à dire que: 
| = I N: 
U m E — T ——— by = ©: 


On voit que la régle actuelle est plus favorable à la stabilité. 
D'ailleurs la condition (1) peut encore s'énoncer d'une autre maniére. 
Elle signifie que l'expression: 


mL? 


(2) Ep Zu 


doit être minimum pour la figure d'équilibre (Cf. Tarr et Tmowsow, 
Treatise on Natural Philosophy, § 778" [7] et [k]). - 

Il faut voir maintenant si cette condition (1) est nécessaire pour qu'il 
y ait stabilité séculaire. Nous avons vu au § 7 que les déplacements 
infiniment petits =, des diverses molécules d'un systeme à partir d'une 
position d'équilibre relatif pouvaient s'exprimer de la façon suivante: 


©, = 2A, [i, me 


les A, étant des constantes arbitraires d'intégration, tandis que les [7, m] 
et les À, sont des constantes dépendant des équations différentielles données. 

Pour qu'il y ait stabilité séculaire, il faut que tous les À aient leur 
partie réelle nulle ou négative. 

Placons-nous d'abord dans les conditions ou la regle du $ 7 est 
applicable, c'est à dire ou tout déplacement entraine une résistance passive. 
Tous les A devront alors avoir leur partie réelle négative, et tous les 7, 
tendre vers o quand / croitra indéfiniment. L'expression suivante: 


Pore Uc. ee 
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(si lon neglige les cubes des x,, ou ce qui revient au méme les cubes 
des A,,) est une forme quadratique par rapport aux A,,. 

Cette forme doit tendre vers o quand ¢ croit indéfiniment. Mais 
d'aprés la nature méme des résistances passives, cette forme doit aller 
constamment en diminuant. Il faut done que sa valeur initiale soit 
toujours positive quelles que soient les constantes arbitraires-A,,. La 


: 2 
. , . em \ . €) . 
forme 4 est donc toujours définie positive, c'est à dire que U — — I doit 


être minimum dans la position d'équilibre. C'est là la démonstration de 
la régle du 8.7. 

Supposons maintenant que cette régle ne soit plus applicable, c'est 
à dire que certains déplacements n'entrainent pas de résistances passives. 
Il pourra arriver alors sil y a stabilité séculaire que parmi les A,, il y 
en ait un certain nombre que jappellerai les À, et dont la partie réelle 
est nulle, pendant que d'autres que jappellerai les À, auront leur partie 
réelle négative. 

D'aprés cela la forme ® ne tendra pas vers o, en général, quand 
( croitra indéfiniment; elle partira de sa valeur initiale @, et tendra vers 
une certaine valeur limite @, que lon obtiendra en remplacant dans 4, 
tous les A, par o et en conservant aux A, leurs valeurs initiales. Comme 
la forme ® doit aller constamment en diminuant, on devra avoir: 


D, > ®, 


quelles que soient les valeurs des constantes arbitraires A, et A,. Pour 
cela il faut que la forme quadratique @ soit la somme de deux autres, 
la première ne contenant que les A,, la, seconde définie positive et ne 
contenant que les A,. 

Si done dans la forme D, on annule tous les A,, cette forme de- 
viendra définie positive. 

Dans le cas qui nous occupe, et si nous supposons que le centre de 
gravité de notre masse soit fixe, il n'y a que trois déplacements qui 
n'entrainent pas de résistance passive, ce sont les rotations autour des 
trois axes. Il y a donc au plus six des A, dont la partie réelle est 
nulle; en d'autres termes, il y a au plus six A,. En réalité, il n'y a 
que quatre A,. On obtiendra tous les mouvements pour lesquels tous 


les A, sont nuls, en supposant que les diverses molécules de la masse 


* 
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fluide tournent d'un mouvement uniforme, à la facon des différentes parties 
d'un méme corps solide, autour d'un axe quelconque et avec une vitesse 
queleonque. On obtiendra tous les mouvements pour lesquels tous les 
A, sont nuls, en considérant les déplacements de la masse fluide qui sont 
tels que le moment de la quantité de mouvement relatif par rapport aux 
axes mobiles soit nul. Pour qu'il y ait stabilité séculaire, il faut que la 
forme 4 soit toujours positive quand les déplacements initiaux et les 
vitesses initiales des diverses molécules sont telles que tous les 4, soient 
nuls, c'est à dire que le moment de la quantité de mouvement. soit nul. 
. Or il est aisé de voir que cela ne peut avoir lieu que si l'expression (2) 
‘est un minimum. 

C'est done là la condition nécessaire et suffisante de la stabilité 
séculaire. 

L'expression: 


A (seu) don 29 


est aussi une forme quadratique par rapport aux A,, quand on néglige 
les cubes de ces quantités. Cette forme peut étre réduite en une somme 
de carrés et ce sont les coéfficients de ces carrés que nous avons appelés 
jusqu'ici coëfficients de stabilité. D'après ce qui précède, il convient 
maintenant d'envisager la forme: 

o? (I — 1L 


FU, I u DZ 


Cette forme peut aussi étre réduite en une somme de carrés et j'appellerai 
les coéfficients de ces carrés coéfficients de stabilité corrigés. Ils devront 
étre tous négatifs pour la stabilité séculaire. 

Supposons que la forme d'équilibre relatif soit un ellipsoide et que 
la figure troublée soit définie par la distance ¢ d'un point de sa surface 
à lellipsoide comptée normalement à l'ellipsoide. 

Si l'on a: 

€= XAUM,N, 
nous avons vu au $ 9 que les coéfficients de stabilité s'écrivent: 


E iS; dur 
- 2n + I 
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Il est aisé de. voir que si lon néglige le cube des A, il viendra: 


(IL) _ 


o (BA + BA’) 


B et B' étant des coëfficients qui ne dépendent que des axes de l'ellipsoide 
pendant que A et A’ sont les coéfficients de: 


PAE? ONES. ID. DEREN, 


dans lexpression de C. 

Il résulte de la que les coéfficients de stabilité corrigés ne differeront 
pas des coéfficients de stabilité primitifs, si lon excepte ceux qui se 
rapportent aux fonctions de Lams: 


1 1 
Rio et as 


Or si l'on se reporte au paragraphe précédent, on verra que nous pouvons 
envisager séparément les mouvements harmoniques des divers ordres, et 
que pour qu'il y ait stabilité, il faut et il suffit que cette stabilité existe 
à la fois en ce qui concerne les mouvements harmoniques de chaque ordre. 

Mais d'aprés ce que nous venons de dire des coéfficients de stabilité, 
la régle du $ 7 sappliquera aux mouvements harmoniques de tous les 
ordres si lon excepte le second. 

Pour quil y ait stabilité séculaire en ce qui concerne les mouve- 
ments du #° ordre, il faut et il suffit que les coéfficients de stabilité 
corrigés qui se rapportent aux fonctions de Lame du n° ordre soient tous 
négatifs; or ils ne different pas des coëfficients primitifs si n> 2. 

Considérons d'abord les mouvements du 2° ordre; ils ne seront pas 
alteres comme nous l'avons vu, si nous nous imposons comme liaison la 
condition que ces mouvements soient seuls possibles. Cela revient à 
assujettir la figure de la masse fluide à la condition de rester toujours - 
ellipsoidale. 

Pour que la stabilité soit séculaire, en tenant compte de cette liaison, 
il faut et il suffit que l'expression: 


eol? 


(2) U 4 7 





soit plus grande pour un ellipsoide quelconque que pour l’ellipsoide 
d'équilibre. 
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L'expression c1, est le moment de la quantité de mouvement; c'est 
une donnée de la question. Les quantités qui définiront l'ellipsoide seront 
deux des axes, a et b; le troisieme axe par rapport auquel on prendra 
les moments d'inertie sera fonction des deux premiers, puisque le volume 
est $upposé donné. 

A tout systéme de pun positives de a et b correspond une valeur 
de (2) qui tend vers une limite nulle ou positive quand lun des axes a 
ou b tend vers o ou vers co d'une maniére quelconque. 

Si done on appelle N,, N, et N, le nombre des minima négatifs de 
lexpression (2), celui des maxima négatifs, et celui des ellipsoides d'équi- 
libre qui correspondent à une valeur négative de (2) qui n'est ni un 
maximum ni un minimum, on aura par simple raison de continuité et 
en vertu des principes bien connus de l Analysis Situs: 


9, F9, —9, — 1 
(3) 


d > Oo. 


Pour les valeurs de «1, qui sont inférieures à une certaine limite, 
il ny a quun seul ellipsoide d'équilibre qui est de révolution. Si les 
axes de cet ellipsoide sont p, o et y5'— c*, ces valeurs de p satisferont 
‘a linégalité: 


E 2 S, 2 


(4) oe kas 





J'appellerai un pareil ellipsoide: ellipsoide peu aplati pour le distinguer de 
ceux qui ne satisfont pas à l'inégalité (4). 

Puisque nous n'avons qu'une seule figure d'équilibre, les inégalités 
(3) ne peuvent subsister que si cette figure correspond à un minimum. 

Les ellipsoides peu aplatis sont done stables en ce qui concerne les 
mouvements du 2° ordre. 

Pour les valeurs plus grandes de w/,, il y a trois figures d'équilibre: 
un ellipsoide de révolution ne satisfaisant pas à l'inégalité (4) (je dirai 
qu'il est érès aplati) et deux ellipsoides de JacoBr égaux entre eux et ne, 
différant lun de l'autre que par la permutation de a et de b. Il faut 
done que les deux ellipsoides de Jaconr correspondent tous deux à un 
minimum de (2) ou que cela ne soit vrai d'aueun des deux. Dans ces 
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conditions, les inégalités (3) ne peuvent subsister que si les ellipsoides de 
JACOBI correspondent à un minimum et si l'ellipsoide de révolution ne 
correspond ni à un maximum, ni à un minimum. 


Done en ce qui concerne les mouvements du 2° ordre, les ellipsoides 
de Jaconr sont toujours stables et les ellipsoides trés aplatis toujours 
instables. 

Si par conséquent nous imposons à la figure de la masse fluide la 
condition de rester ellipsoidale, les ellipsoides peu aplatis et ceux de 
Jaconr seront stables, pendant que les ellipsoides trés aplatis seront in- 
stables. (Cf. Tarr et THomson, Natural Philosophy, 778", [f ]). 


Voyons maintenant si la stabilité séculaire subsiste encore lorsqu'on 
considére les mouvements harmoniques d'ordre supérieur. 


Cela est évident en ce qui concerne les ellipsoides peu aplatis. Con- 
sidérons en effet un ellipsoide de révolution qui, se réduisant d'abord à 
une sphére, aille ensuite en s'aplatissant de plus en plus, de facon que 
si ses axes sont o et J/5* — c', o décroisse de + co à c. Nous avons vu 
au $ 11 que tous les coéfficients de stabilité sont d'abord négatifs; puis 
qu'un certain nombre d'entre eux s'annulent successivement pour devenir 
positifs. A la fin de ce méme paragraphe, nous avons démontré que le 
premier de ces coéfficients qui s'annule ainsi, c'est celui qui correspond 


à la fonction de LAwÉ Al, qui se réduit à o? pour 0? — o. Si done ce 


coéfficient est négatif, c'est à dire si l'inégalité (4) est satisfaite, tous les 
autres coéfficients seront aussi négatifs L’ellipsoide peu aplati est donc 
stable. (Cf. loc. cit. 778” [5]). 


Quant à l’ellipsoïde de Jacosı, il sera stable en ce qui concerne les 
mouvements harmoniques du n° ordre, pourvu que les coéfficients de 
stabilité (corrigés ou non, cela revient au méme si # > 2) qui affectent 
des fonctions de. LAMÉ du n° ordre soient tous négatifs. Or nous avons 
vu au § 12 que tous les coéfficients de stabilité du n° ordre restent tous 
négatifs pour tous les ellipsoides de Jaconr, à l'exception du coéfficient 
qui se rapporte à la fonction A, et que nous appellerons coefficient 
principal du n° ordre. Ce coéfficient principal, d'abord négatif pour les 


2 


: b : : He 
valeurs suffisamment petites de = finit par s'annuler et par devenir positif 


2 


j ; b 
quand on fait croître —. 
| C 
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2 


Nous disons que l’ellipsoide de JacoBr est peu allongé si = est assez 


2 
petit pour que tous les coéfficients principaux soient négatifs, et trés allongé 
> 
si =z est assez grand pour que lun au moins des coéfficients principaux 
soit positif. 

D'aprés ce que nous avons vu au § 12, il est certain que le premier 
de ces coéfficients principaux qui s'annule est celui du 3° ordre, de sorte 
que l'ellipsoide limite qui sépare les ellipsoides peu allongés des ellipsoides 
tres allongés, est celui dont les axes satisfont à la relation 


Bst, RSS 
3 7 





D'aprés ce qui précede, les ellipsoides peu allongés seront stables et 
les ellipsoides trés allongés instables en ce qui concerne les mouvements 
harmoniques d'ordre supérieur au second. 


En resume, si la figure de la masse fluide m'est assujettie à aucune 
condition, les ellipsoides de révolution peu aplatis et les ellipsoides de JacoBı 
peu allongés jouiront de la stabilité séculaire, pendant que les ellipsoides de 
révolution très aplatis et les ellipsoides de Jacoxt trés allongés n'en jouiront pas, 

Ces derniers pourraient toutefois jouir de la stabilité ordinaire sans 
jouir de la stabilité séculaire. Il nous reste à examiner sil en est ainsi. 


Occupons-nous d'abord des petits mouvements harmoniques du second 
ordre des ellipsoides de révolution. Supposons done, ce qui n'altére pas 
. ces mouvements, que la figure de la masse fluide soit assujettie à rester 

ellipsoidale. 
| D’après le paragraphe précédent, nous pouvons méme (sans altérer 
les petits mouvements qu'il s'agit d'étudier) supposer que la valeur super- 
ficielle du potentiel V est assujettie non seulement à étre exprimée par 
une somme de Lame du 2° ordre, mais encore soit à étre symétrique par 
rapport au plan des zy, soit au contraire à changer de signe avec z. 

La seconde hypothése est sans intérét; elle nous conduirait simplement 
à une sorte de mouvement de précession. Tenons-nous done à la premiere 
et supposons que la figure de la masse fluide est assujettie à étre toujours 
un ellipsoide ayant un axe dirigé suivant l'axe des z. 
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Soit 


lellipsoide envisagé. Nous aurons à considérer les trois fonctions de 
LAME B, = peu =p» Kia eb 2 Nome poserons donc: 


EM Ne 
Py = RM Noa = $^ — y’ 
P, = R,,M,.N,. = 32° + 39° — 62 — 2. 


Nous poserons de plus: 











KH _ BS, RS, HS, 
3 5 3 5 
Dunn 
3 5 


Nous reprendrons d’ailleurs les notations du paragraphe precedent. 
La fonction f, devant satisfaire à l'équation: 





d', di dg, 
ds ctas bf ue 
nous l'écrirons: 
: : E : 22° 4 
d, = A(x’ — y^?) + Bay + C(x" ry) + D 


A, B, C et D étant des coëfficients constants qu il s'agit de déterminer 
^et qui jouent le méme róle que les D, du paragraphe précédent. 
L'équation (5) du paragraphe précédent devient: 


D = — 4r[ AK (x? — y?) + BKay + CK, (32° + 3p — 62° — 2)] 


A’, B', C' étant des coéfficients constants, et elle doit devenir une identité 
en tenant compte de l'équation de l'ellipsoide. 
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On trouve d'ailleurs: 











dj, s , d$, dj, Us _ zy 
da p! + dis zs t ^de p*—. e* 
e+ y 22° 
SE 20 (3n ci 
p° p 
dpe — dj, y 





E NH rat 





4Axy e* — y 
——— = + B 2 
p p 


de sorte que l'équation (6) du paragraphe précédent devient 
ay 22° 
Y (244 + 2Boi) + À (2Bà — 840i) + 20 (> US nm ces :) 
4 ES 
mM SY) Bay RE — 06 —.2)] 








et elle doit étre une identité en tenant compte de l'équation de l'ellipsoide 
On doit donc avoir: 


A = — 474K, B= — 47PK,, 
(8) 
D. w Hirt 
C+ x — 40K, (3 Er 








s (6 CK, T EET = 
et d’autre part: 


DAA +.2Bai = 169 =D 4, 





eee ee i(4o*— 2 B, 
vp’ — I 3 ve" — I 
(9) Tw : 
20 = EC (s — À) 
yp — 1 P 


Ce sont là les équations (8) et (9) du paragraphe précédent 
satisfaire: 


On peut y 
I? en supposant que C, D et C' sont nuls, ce qui donne en éliminant 
A. d aca 
. y ae 
i + ra — | . 201 
aK, yp* — 1 
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ou : 





E UNES 4 8 2 
A? (2 Sk a pL. — 1609? — 0 
ATK, Ve” MI 


ou: 








Aw” — 4° 
A(2 Ene == = + 40. 
TM, rer ERE 


Cette équation a toujours ses trois racines réelles si K, est positif; l'ellip- 
soide jouit donc alors de la stabilité ordinaire, ce que l'on pouvait prévoir; 
car si À, est positif, l'ellipsoide est peu aplati et, ayant la stabilité sécu- 
laire, il doit « fortiori jouir de la stabilité ordinaire. 

Dans tous les cas, on trouve en prenant le signe + par exemple: 


À(À + 20) — 87K, Jo? — 1 —0 


avec A= 2« pour la 3° racine. 
La condition de réalité des racines est done: 


2 
Ex x22 TE 
327T\, m 


Il résulte de là qu'alors méme que K, devient négatif et que l'ellipsoide 
devenant trés aplati cesse de posséder la stabilité séculaire, il jouit encore 
pendant un certain temps de la stabilité ordinaire. 

Cela a lieu bien que l'expression: . 


(2) Ur mi 


ne soit ni minimum, ni maximum et qu'elle soit un »minimax» pour 
employer une expression consacrée en Angleterre. (Cf. loc. cit. 778" [7]). 

2°. Supposons maintenant que A, B, A’, D' soient nuls et que C, 
D et C' ne le soient pas. 

D'aprés la forme méme des équations (8) et (9) que nous venons de 
former, il existera un mouvement harmonique du 2° ordre qui satisfera 
à ces conditions. Il résulte également de la forme de ces équations, que 
ce mouvement harmonique ne sera pas altéré si lon astreint la masse 
fluide à affecter la figure d'un ellipsoide de révolution. 


^ “ye , . . s . 
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Mais si on introduit cette liaison, l'ellipsoide de révolution quel que 
soit son aplatissement, jouira non seulement de la stabilité ordinaire, mais 
de la stabilité séculaire. (Cf. loc. cit. 778" [a]). 

Ainsi certains ellipsoides trés aplatis possédent encore la stabilité 
ordinaire. Il en est probablement de méme de certains ellipsoides de 
JACOBI trés allongés. 

Ne nous occupons plus maintenant que de la stabilité séculaire et 
cherchons quelles sont, parmi les figures d'équilibre non ellipsoidales dont 
nous avons démontré l'existence, celles qui possédent cette stabilité. A 
cet effet nous pourrons appliquer le principe de l'échange des stabilités, 
ce que nous ne pourrions pas faire pour la stabilité ordinaire. 

i Soient S et S' deux séries linéaires de figures d'équilibre et F une 
figure de bifurcation commune à ces deux séries. Si pour cette figure, 
tous les coéfficients de stabilité sont négatifs, excepté un qui est nul, il 
y aura en général tant dans la série S que dans la série S’, des figures 
{res peu différentes de F qui seront stables. Si pour la figure F il y a 
des coëfficients de stabilité positifs, toutes les figures de S et de S' trés 
peu différentes de 7' seront instables. 

Nous avons considéré diverses séries linéaires de figures d'équilibre, 
à savoir: la série S des ellipsoides de révolution; la série S’ des ellipsoides 
de Jacosı; les séries X qui ont une figure commune @ avec la série S; 
les séries S, S,, ..., S,, ... qui ont respectivement une figure commune 
Fi, F,, ..., FQ... avec la série S. La figure F, sera un ellipsoïde 
de JAcoBr pour lequel on aura: 


EB, Bi Sia 
3 2n + I 


D'aprés ce qui précéde, toutes les figures ® seront des ellipsoides de 
révolution trés aplatis, pour lesquels le coéfficient de stabilité relatif à 
la fonction de LAMÉ R;,, sera positif. Done toutes les figures des séries 
X n'auront pas la stabilité séculaire; c'est à dire qu'elles seront instables 
pourvu que le fluide soit visqueux et si peu qu'il le soit. Cela n'est vrai 
toutefois que pour celles de ces figures qui différent trés peu de l'ellipsoide 
et qui sont les seules dont nous sachions quelque chose. Il n'est pas im- 
possible que les séries X contiennent des figures stables trés différentes de 
l'ellipsoide. 
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Toutes les figures F,, F,, ... sont des ellipsoïdes trés allongés pour 
lesquels un certain nombre de coëfficients de stabilité sont positifs. Un 
seul est excepté; c'est l'ellipsoide limite qui sépare les ellipsoides très 
allongés des ellipsoides peu allongés et pour lequel tous les coéfficients 
de stabilité corrigés sont négatifs excepté un qui est nul. 

Nous avons vu au $ 12 que cet ellipsoide limite n'est autre que F,. 

Donc les figures peu différentes de l'ellipsoide sont instables (séculaire- 
ment) dans les séries S,, S,, ..., S,; et stables dans la série S; 

La forme d'équilibre représentée dans la figure p. 347 est donc une 
forme d'équilibre stable. 


8 15. Conclusions. 


Les ellipsoides ne sont pas les seules figures d'équilibre que puisse 
affecter une masse fluide homogene dont toutes les molécules s'attirent 
d'après la loi de Newron et qui est animée d'un mouvement de rotation 
uniforme autour d'un axe. Si on laisse de côté certaines formes d'équi- 
libre ou la masse en question se subdivise en deux ou plusieurs corps 
isolés, et d'autres ou elle prend une configuration annulaire, il existe 
encore une infinité de séries de figures d'équilibre. 

Toutes ces figures sont symétriques par rapport à un plan perpen- 
diculaire à laxe de rotation. En outre elles. ont un certain nombre de 
plans de symétrie passant par l'axe (elles en ont toutes au moins un) et 
certaines d'entre elles sont de révolution. 

Parmi ces séries de figures, il n'y en a qu'une qui est stable et'elle 
a deux plans de symétrie seulement (voir la figure p. 347). 

Les ellipsoides de révolution sont stables s'ils sont moins aplatis que 
celui qui est en méme temps un ellipsoide de JAconr; les ellipsoides de 
JAconr sont stables s'ils sont assez peu allongés. 

Dans ces conditions la stabilité subsiste quand méme le fluide est 
visqueux. 

Les ellipsoides de révolution qui sont plus aplatis que celui qui est 
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en méme temps un ellipsoide de Jaconr, mais dont l'aplatissement reste 
inférieur à une certaine limite, sont stables si le fluide est parfaitement 
dépourvu de viscosité; ils ne le sont plus si le fluide est visqueux et si 
peu qu'il le soit. 

Considérons une masse fluide homogéne animée originairement d'un 
mouvement de rotation; imaginons que cette masse se contracte en se 
refroidissant lentement, mais de facon à rester toujours homogéne. Sup- 
posons que le refroidissement soit assez lent et le frottement intérieur du 
fluide assez fort pour que le mouvement de rotation reste le méme dans 
les diverses portions du fluide. Dans ces conditions le fluide tendra tou- 
jours à prendre une figure d'équilibre séculairement stable. Le moment 
de la quantité de mouvement restera d'ailleurs constant. 


Au début, la densité étant trés faible, la figure de la masse est un 
ellipsoide de révolution trés peu différent d'une sphére. Le refroidissement 
aura d'abord pour effet d'augmenter l'aplatissement de l'ellipsoide, qui 
restera cependant de révolution. Quand l'aplatissement sera devenu à peu 


\ , \ 2 a "m A , . * 
prés égal à 3? l'ellipsoïde cessera d'étre de révolution et deviendra un 


ellipsoide de JacoBr Le refroidissement continuant, la masse cessera 
d'étre ellipsoidale; elle deviendra dissymétrique par rapport au plan des 
yz et elle affectera la forme représentée dans la figure p. 347. Comme nous 
l'avons fait observer à propos de cette figure, l'ellipsoide semble se creuser 
légèrement dans sa partie moyenne, mais plus prés de l’un des deux 
sommets du grand axe; la plus grande partie de la matiére tend à se 
rapprocher de la forme sphérique, pendant que la plus petite partie sort 
de l'ellipsoide par un des sommets du grand axe, comme si elle cherchait 
à se détacher de la masse principale. 

Il est difficile d'annoncer avec certitude ce qui arrivera ensuite si le 
refroidissement continue, mais il est permis de supposer que la masse ira 
en se creusant de plus en plus, puis en s'étranglant dans la partie moyenne 
et finira par se partager en deux corps isolés. 

On pourrait étre tenté de chercher dans ces considérations une con- 
firmation ou une réfutation de l'hypothèse de LAPLACE, mais on ne doit 
pas oublier que les conditions sont ici trés différentes, car notre masse 
est homogene, tandis que la nébuleuse de LaArrAcE devait être trés forte- 
ment condensée vers le centre. 
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J'ai cru néanmoins devoir exposer ici ce qui arrive d'une masse 
homogéne qui se contracte lentement et incessamment, car c'était le meil- 
leur moyen de résumer sous une forme un peu plus concréte les princip- 
aux résultats de ce long mémoire et de faire comprendre quel intérét il 
y aurait à combler les lacunes que j'y ai laissé subsister. 


Paris, 16 Juillet 1885. 
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NOTE SUR UNE INTEGRALE DEFINIE 


PAR 


S. PINCHERLE 


à BOLOGNE. 


1. Soient A(z), g(z) deux séries de LAURENT, la premiere con- 
vergente dans l'anneau circulaire, que jindiquerai par (|p'|, 1), compris 
entre deux circonferences ayant le centre à l’origine et les rayons | p'| 
et 1 respectivement, et |p|< 1; la seconde convergente dans l'anneau 
circulaire (E, R,). Je considère l'intégrale 


(1) Ie) ^ z5 | A(S)et) 


(p) 


prise le long d'une circonférence concentrique et interne à l'anneau (E, R,) 
et de rayon po. Cette intégrale représente aussi une série de LAURENT, 
et si l'on pose 


A(z), =. +> (ar + 2), 


et 


jme 


il vient 


(2) I(g) = ac, e£ (ss z" tt). 





Si l'on fixe A(*), tandis que g(y) est une série de LAURENT quelconque, 


on peut regarder l'expression (1) comme un algorithme appliqué à l'objet 
Acta mathematica, 7. Imprimé le 29 Septembre 1885. 
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g(y), et dont le résultat est de méme espèce que l'objet, c'est-à-dire une 
nouvelle série de Laurent. Il est à remarquer que l’anneau de con- 
vergence de cette nouvelle série contient toujours l’anneau ([p°|o, p). 

En spécialisant la forme de la fonction A(z), on trouvera des rela- 
tions plus ou moins remarquables entre la fonction objet et la fonction 
résultat. Je me propose de revenir plus en détail sur ce sujet dans un 
autre travail; pour le moment je me bornerai à un cas particulier qui 
me semble assez intéressant. 

2. Soit 


il vient 
(4) Fa sc DRM = f(x), 


et cette série est convergente dans l'anneau (|p’|R, AR,), qui contient 
([p*lo, p). Il s'ensuit que la série f(p'z) est convergente dans l'anneau 


(2, Tr et par conséquent la différence 


A f(x) = f(x) — f(p'z) 


est une série de LAURENT convergente dans l’anneau commun (R, R,); 
et l'on trouve immédiatement que 


(4) Af(x) = e(t) — ^. 


Done, l'opération Z(g) donne, dans ce cas, lintégrale de l'équation 
aux différences finies (4); en d'autres termes, si lon pose 


I ED £z" pn 
(5) i) e e ees e) 
et que la fonction f(y) soit donnée par une série de LAURENT dans 
l'anneau (|p^|E, R,) qui comprend l'anneau (| p*|o, o) on aura 
I æ\ di 
(6) zs | ify) ro) = fo). 
(p) 


Or cette formule peut s'étendre comme il suit au cas où f(y) n'est plus 
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régulière dans tout l’anneau (|p’|R, H,), mais a un nombre quelconque 
de singularités dans l'anneau intérieur (|p*|p, p). 

3. A cet effet, je remarque que la fonction s(z), représentée par 
la formule (5) dans l'anneau circulaire (|p?|, 1), peut étre définie dans 
tout le plan de la facon suivante: 

..Je pars de la fonction ' 


(2) = 2 pa" 


réguliere dans tout le plan, excepté aux points 2—0 et z= co. Si 
l'on pose 


(2) = — 2“ losen pl 


l'on trouve sans difficulté les propriétés suivantes pour la fonction s(z): 
a) s(z) est représentée par la formule (5) dans l'anneau (|p?|, 1); 
b) s(z) est régulière pour tous les points du plan, excepté z — o 

et z — co, qui sont des points singuliers essentiels, et les points z — jy" 

qui sont des pôles du premier ordre avec les résidus respectifs — p"; 
c) la fonction s(z) satisfait aux équations fonctionnelles: 


(7) s(2)—3(p'z) = 1, ou Asl)=ı; 


(8) | s() DE ete) 


I-c (ro t— fs) ront 


(p) (pp) 


' Cette fonction joue dans la théorie des fonctions à période multiplicatoire, c'est 
à dire telles que g(p'z) = g(a), le méme rôle que la fonction (x) dans la théorie 
des fonctions doublement périodiques. Je remarque à cette oceasion qu'on peut substituer 
avec avantage à l'étude de ces dernières fonctions celle des fonctions à période multipli- 
catoire, comme je l'ai déjà indiqué dans mon Mémoire Sopra una classe importante di 
funzioni monodrome publié en 1879 dans le Giornale de M. BATTAGLINI. M. RAUSEN- 
BERGER, sans avoir eu connaissance de mon travail, a eu la même idée qu'il a développée 
dans son intéressant ouvrage Lehrbuch der periodischen Functionen, Leipzig 1884. J'em- 
ploie iei la notation z(z) de M. RAUSENBERGER. 
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ou f(y) est une fonction donnée dans l'anneau (| p?|R, R,) qui comprend 
(|p^|o, p). Je suppose. que la fonction f(y) n'ait, dans cet anneau, 
d'autres singularités que les points a, intérieurs à (| p? | p; p), pour lesquels 
la fonction devient singuliére respectivement comme les "ewm 


co 


a — — —) = pl TE Ee G=1, 2, 8, ..., n) 


et où y est compris dans lanneau (|p°|p, p). 
L'expression J est égale, par le théorème de Caucny, à la somme 
des résidus à l'intérieur de l'anneau (|p?|o, p), c'est-à-dire à la somme 





des résidus relatifs aux points a, et au point y= x ou la fonction s(?) 


est infinie, on a donc: 





D'autre part, on a, à cause de la relation (7): 


- à [stro — rof c 


«€ 
1 , , 
ou l'on a posé 


27 
I 
= — | f(p’oe”) do 
0 


d'où, en égalant les deux expressions de J, et en tenant compte de la 
formule (8), il vient enfin: 





271 
(p) 


o) as ftro — ront = ra) — 


Same) fe 
i=1 v=0 |" T a 
Cette formule donne l'extension de la formule (6) au cas ou la fonction 


f(x) admet des singularités en nombre fini dans l'anneau (|p'|o, p) 
La fonction du second membre est réguliére dans tout l'anneau et peut 


UTR RR Y NIRE 
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par conséquent s'exprimer par une série de LAURENT; et si l'on indique 
cette fonction par F(x), on a par la formule (7) 


m 


!] AF(x) — fa) Y Y dpt Av 2) 
(10) Ara) = Af(z) Y EG (—1)- 


0 = 


i=1 : 


De sorte que si l’on pose 
| Af(x) = e(y), 


on peut conclure de ce qui précède que l'opération Z(ç) donne pour 
résultat une intégrale, régulière dans tout l'anneau, de l'équation aux 
différences finies 

AF = ¢(x) — const. 


La constante est nulle si les points singuliers de la fonction f(x) satisfont 
à la condition 


(11) on 
4. Si lon a 
Af(x) = o, 


ce qui exige que la condition (11) soit satisfaite, la fonction f(x) a une 
période multiplicatoire p? et la formule (9) devient 


(2 fe) Y Seer Cac) pan 


qui donne l'expression analytique d'une fonction à période multiplicatoire 
qui à m points singuliers essentiels d’espece donnée, à l'intérieur de chaque 
anneau élémentaire. Cette formule est analogue à celle donnée par M. 
ArPELL (Acta Mathematica, T. 1, p. 138) et qui fait connaitre l'ex- 
pression analytique d’une fonction doublement périodique, ayant un 
nombre fini de points singuliers essentiels. On obtiendrait sans peine, 
d'une facon analogue, l'expression d'une fonction ayant un nombre infini 
de points singuliers, ou méme un espace laeunaire, à l'intérieur de l'an- 
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neau (|p?|oe, e). Si, en particulier, les points singuliers a, se réduisent 
à des pôles de l'ordre r, respectivement, la formule (12) devient 


o - as) top) + e E 


qui est, pour les fonctions à période multiplicatoire, ce qu'est la formule 
bien connue de M. HznwrrE pour les fonctions doublement périodiques. 
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UBER DIE DARSTELLUNG WILLKURLICHER FUNCTIONEN. 


Auszug eines Briefes an Herrn G. Mittag-Leffler 


VON 
C. RUNGE 
in BERLIN. 


Der Beweis, dass sich jede willkürliche stetige Function einer reellen 
Veränderlichen x in eine für alle in Betracht kommenden Werthe von x 
gleichmässig convergente Summe von rationalen Functionen entwickeln 
lässt, kann durch folgende elementare Betrachtungen geführt werden. 


Die Function 
I 


I ts at 


ist für |x] X 1 — 9 (wo 9 eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet) 
beliebig wenig von 1, für |z|- 1 + à beliebig wenig von Null ver- 
schieden, vorausgesetzt dass für » eine hinreichend grosse positive ganze 
Zahl gewahlt wird. 

Es bildet diese Function eine Art discontinuirlichen Factors, mit 
dessen Hilfe ich zunächst einen gleichmässig convergenten Ausdruck für 
eine gebrochene Linie herstellen werde. 

Seien y, und y, zwei eindeutige stetige Functionen von x, welche 
für « — 1 denselben Werth besitzen, so wird 

I 


Ya + "ci — Ys) 
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für o X z 1r beliebig wenig von y, und für 1 < x € 1 + k beliebig 
wenig von y, verschieden sein, sobald » hinreichend gross gewählt ist, 
(k ist dabei eine beliebige positive Grósse). 


AN 


Denn zunächst kann man © so klein annehmen, dass für 
I—0o<se<sıHto 


y, und y, beliebig wenig von einander verschieden sind, und in Folge 
dessen 





Ja Ar (y, — i) 


I 

yn 2 
I 

pj! 

nachdem © in dieser Weise festgesetzt ist, kann man n so gross wählen, 

dass 


da 





i 


<1 ist, beliebig wenig von y, und y, abweicht. Alsdann, 


I 
I+x 





für o<x<1—0 beliebig wenig von 1 und für 1+0<x<1+k 
beliebig. wenig von o abweicht, und in Folge dessen 





Baud (y, — 9) 


I 4 2 
beliebig genau mit y, resp. y, übereinstimmt. 

Setzt man nun voraus, dass die Entwicklung in eine gleichmässig 
convergente Summe von rationalen Functionen für y, und y, móglich sei, 


und bezeichnet mit R(x), RY(x) die Summen der ersten x Glieder in 
den Ausdrücken für y, resp. y,, so ist 


R,(z) = Ra) + — s [RP (ar) — Re) 


eine rationale Function von x, welche für das Intervall o X a<1-+h 
beliebig. genau mit derjenigen stetigen Function übereinstimmt, welche 
von o bis 1 durch y, von 1 bis 1 + k durch y, definirt ist. 

Daraus folgt, dass lim R,(#) oder, was dasselbe ist, 


eine gleichmässig convergente Darstellung dieser Function bildet. 
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Die Punkte o, 1, 1 -- E sind hierbei nicht wesentlich. Setzt man 


I 
(=) 
=. 
a, re 
so treten a, a,, a, + (drei beliebige Grössen) an Stelle von o, 1, 1 +h. 
Gesetzt nun es solle in dem Intervalle a < x < a’ eine gebrochene 
Linie dargestellt werden, deren Eckpunkten die Abscissen a,, a, ..., 4; 


entsprechen; d. h. es soll eine gleichmässig convergente Summe von ratio- 
nalen Functionen hergestellt werden, welche 


I 
matt seem, 
I+2 





fir a <x<a mit a(x — a) + b, 


für a <x<a, mit a,(x — a) + b, (bg = data 24) 
für ,<r<a mit a(r —a,) + b, [ha 05a. (25—a,)] 
etc. 


übereinstimme. 

Indem man y, = a,(x — a) + b,, y, = a,(r — a,) + b, setzt, erhält 
man einen Ausdruck, welcher von x =a bis a, mit der gebrochenen 
Linie, von z = a, bis a’ dagegen mit a,(r — a,) + 6, übereinstimmt. 

Indem man alsdann den so gewonnenen Ausdruck mit y, bezeichnet 
und y, = a,(z — a,) + b, setzt, erhält man einen neuen Ausdruck, der 
bis z — a, mit der gebrochenen Linie, von a, bis a’ aber mit a,(7—a,) + b, 
übereinstimmt. | 

Dies Verfahren fortsetzend erhält man schliesslich die Darstellung 
der gebrochenen Linie. | 

Sei y, = lim R(x) diese Darstellung und werde y, gleich derjenigen 
linearen Function von x gesetzt, welche für «=a und «=a mit y, 
übereinstimmt, so liefert 

BR, (©) = 9, + NCC E — 4) 


2(a’ — a) 


eine rationale Function, welche für a « v <a’ beliebig genau mit y,, 
für «<a und «>a’ dagegen beliebig genau mit y, übereinstimmt, 
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Denn aus der Bildungsweise von A? (x) ist leicht ersichtlich, dass es im 
Endlichen endlich bleibt, im Unendlichen aber wie (8 — a) + b, 
(die lineare Function, welche der letzten Seite entspricht) unendlich wird, 
woraus denn das Übrige wie oben gefolgert wird. Lim R,(z) stellt, wenn 


ich mich so ausdrücken darf, eine geschlossene gebrochene Linie dar, d. h. 
eine solche, bei der die beiden äussersten Seiten Theile derselben Graden 
sind und sich in's Unendliche erstrecken. 


Einer jeden Curve, die eine eindeutige stetige Function reprasentirt, 
kann man eine gebrochene Linie einzeichnen, die sich ihr beliebig genau 
anschliesst. Denn nimmt man die Seiten derselben hinreichend klein an, 
so muss die Differenz der beiden Ordinaten gleicher Abscisse kleiner sein 
als die grésste Werthschwankung der Ordinaten der Curve in dem einer 
Seite entsprechenden Intervall und muss mithin wegen der voraus- 
gesetzten Stetigkeit der Function mit dem Intervall zugleich beliebig 
klein werden. 

Da man nun andrerseits, wie oben nachgewiesen, sich durch rationale 
Functionen einer gebrochenen Linie beliebig genau anschliessen kann, so 
folgt dasselbe für eine beliebige stetige eindeutige Function. 

Wenn die Function sich für = — oo und x = + co an ein und 
dieselbe grade Linie beliebig genau anschliesst, so kann man sich ihr 
durch eine »geschlossene gebrochene» Linie beliebig genau annähern, und 
kann daher eine rationale Function R,(x) bilden, welche für alle reellen 


up : 1 : 
Werthe von z beliebig wenig (2. B. um weniger als ;) von der Function 


verschieden ist. 

Das ist insbesondere der Fall, wenn die Function für x = — co und 
a = + oo sich demselben endlichen Werthe nähert. Dann ist lim R,(x) 
oder, was dasselbe ist, R,(x) + [R,(x) — R,(x)] + ete. für die ganze 
reelle Axe mit Einschluss der Unendlichkeit gleichmässig convergent. 

Wenn die Function für «= — co und x = + co sich nicht der- 
selben Graden anschliesst, so wird man nach dem Vorgehenden eine ratio- 
nale Function R,(x) bilden können, welche in dem Intervall — » bis 


. . I . . . 
+ » sich weniger als - von der Function unterscheidet. Dann convergirt 
Ti 
lim À,(x) innerhalb jeder noch so grossen Strecke gleichmässig und stellt 


die Function dar. Aber der Bereich der gleichmässigen Convergenz 
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schliesst nicht nothwendig die Unendlichkeit in sich. — Diese Darstellung 
kann man verwerthen zur Integration der Differentialgleichung 





bei .vorgeschriebenen Grenzbedingungen, nàmlich zur Herstellung einer 
Lösung, welche für 7 = o gleich einer vorgeschriebenen stetigen Function 
von € wird und zugleich für positive Werthe von 7 stetig ist. 

Wenn die vorgeschriebene Function für «= + oo und z = — oo 
sich demselben endlichen Werthe nàhert (diesen Fall will ich hier allein 
betrachten), so werden die zur Darstellung verwendeten rationalen Func: 
tionen E,(r) nur für complexe Werthe von x unendlich, und da die 
Functionen reell sind, so sind die Unendlichkeitsstellen paarweise conju- 
girt. Seien ¢, 6, ..., c, die unterhalb der reellen Axe gelegenen, 
€, C9 ..., €, die ihnen conjugirten oberhalb gelegenen. Zerlegt man 
nun R,(x) in Partialbrüche und bezeichnet mit r,(r) das Aggregat der 
in €, €, ..., c, unendlich werdenden Glieder, so wird 


R,(v) — 1, (2) 


nur noch in ¢,, €, ..., c, unendlich. Verwandle ich nun hier alle von 
x unabhängigen Grössen in ihre conjugirten, wodurch r,(x) in r,(x) über- 
geht, R,(x) aber ungeàndert bleibt, so resultirt, dass 


R,(2).— 7, (2) 
nur in ¢,, 6, ..., c, unendlich wird. Folglich ist r,(x) das Aggregat, 
der in ¢,, &, ..., c, unendlich werdenden Glieder, und mithin ist 


R,(z) — r,(r) — r,() 


constant, weil es an keiner Stelle mehr unendlich wird. Die Constante 
ist reell, denn es sind r,(z) und r,(x) für reelle Werthe von x conjugirt 
und daher ist ihre Summe reell. 
Man hat also 
R,(z) = r,(x) + r,(x) + C. 


Die reellen Theile von r,(z) un r,(x) sind für reelle Werthe von x ein- 
ander gleich, folglich ist der reelle Theil von 2r,(x) + C für reelle 
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Werthe von x gleich R,(x) und also der reelle Theil von 27,(€ + yi) + € 
ou 
0° 
stetig ist und für » — o der vorgeschriebenen Function beliebig nahe 
kommt.  Bezeichnet man ihn mit «,, so wird lim «, für y > o und alle 


eine Lósung der Differentialgleichung 





3° u T 
+ Fr o, welche für „>o 


Werthe von & gleichmässig convergiren und die verlangte Lösung dar- 
stellen. Dies bedarf der näheren Ausführung, ich begnüge mich indessen 
hier darauf hinzuweisen, dass man auf diesem elementaren Wege die ver- 
langte Integration auszuführen im Stande ist. 

Ferner bemerke ich, dass man die Form der zur Darstellung ver- 
wendeten Functionen R,(x) auf mannigfache Weise vereinfachen kann, 
wenn man die von mir in dem Aufsatze Zur Theorie der eindeutigen ana- 
lytischen Functionen (Acta mathematica, Bd. 6) auseinandergesetzte Me- 
thode darauf anwendet, vermöge deren z. D. R,(x) durch eine andere 
für alle reellen Werthe sich beliebig wenig von ihr unterscheidende reelle 
Function ersetzt werden kann, die nur an einer Stelle und an der zu ihr 
conjugirten unendlich wird. 
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